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Zur Mabsystemfrage in Physik und Technik"

Von Prof, Dr, techn, Dr.-Ing, habil, Giinthor Oberdorfer, Gruz

Man kaun physikalische Gogebonheiten und Erfah-
vungen aul varschiedene Weise mathematiseh fest-
hulten und aufhewahren, Die iiltere und bis vor kurzem
noeh die gebrituchlichste Art war die, daB man dic
dureh Messung an den gegebenen physikalischen Ob-
jekten gewonnenen Zablen, die deven Ausdehnung
angeben — sie werden Mafsahlen genannt — mit-
cinander in Verbindung brachte, Der Vorgang war
naheliegend, wenn man davon ausg) g, dafl auf
diese. Weise erhaltenen (vll‘lk']l“llgl'ﬂ in erster Linie
zu Voraushereeh Di \ Mengen-
rechnungen usw, dienen sollten. Die l‘orln der so
entstand Gleick war schr hieden und
hing vor allem davon ul), mit welchen Einheiten die
cinzelnen GroBen gemessen wurden,

Tm Laufe der Zeit gewBhnte man sich an die Form
hiiufig beniitzter solcher Gleichungen und unterlegte
den Buchstabensymbolen mehr oder weniger auch
den phymkuhsvlu-n Charakter der Grﬂﬂ(,n, dx\s hmﬁL
man lic sic zu Reprisentanten der phy
Groflen -— kurz Griflen genaunt — werden, obwohl
sie ja doch urspriinglich nur als deren MaBzahlen cin-
gefithrt wurden. Es war andererseits verstiindlich,
wenn man mit den bekannten Gleichungen nicht nur
Ausdehnungs-, sondern asuch physikalische Grofen-
bezichungen beschreiben, das heifft Naturgesctze auf-
seichnen wollte, Nun legt es aber auf der Hand, daf
Naturgesetze offenbar nur cine cinzige Form haben
konnen, slso von jeder willkiirlichen Einheitenwahl
unabhiingig scin miissen, Die Losung dieser Frage
bestand bekanntlich darin, daf man in neuerer Zeit
fiir diese Zwecke nicht mehe Mufzahlgleichungen, son-
dern Grafengleichungen schreibt, In dicsen bedeuten
die Buchstabensymbole (physikalische) GroBen, die
sich stets alg Produkt aus MaBzahl und Einhcit dar-
stellen, Schreibt man. (i dic MaBzahl das Grofen-
symbol in geschwungener, fiir dic Einheit in runder
Klammer, so gilt hei willkiirlich gewiihlten Einheiten
fiir cine Grofle G

G={Ch ) ={C} Ch=.... @
Da jetat-dus Produkt aus MaBzahl und Einheit immer
densclben ,,Wert* G ergibt, bleiben dic mit GrdBen
geschrichenen Gleichungen v iihlten Ein-
heiten  unabhiingig. Naturgesetze, aber auch Be-
stimmungs- und Dimensionicrungsgleichungen haben
dann immer nur cine cinzige Form.
Neben MaBzahl und Einheit spielt in den Maf-
systemen auch noch der Begriff Dimension cine grofic
Rolle. Sicht man bei ciner GroBle von jeder Aus-
dehnung ab, so bleibt cin Begriff iibrig, der nur mehr

1) Auszng und Frginzung zu einem an der Hochschule fiir
Hlektrotechnik Ihnenau gehaltenon Vortrag.

die physikalische Wesensart der GroBe enthiilt und
der ihre Dimension genannt wird. Man kennzeichuet
die Dimension ciner Gréfle durch Setzen des Grofien-
symbols in eckige Klammern.

Licgt nun irgendeine Gleichung mit p Gréfen vor,
80 kann davon cinc Gréfe unbckannt oder unbe-
stimmt scinj sic wird durch dice iibrigen, bekannten
p—1 Grofen dargestellt oder aus ihnen ,,abgeleitet*.
Man kommt so unmittelbar zu dem Ql*hluﬂ dnﬂ aur
Beschreibung  cines hl

Gebicles nur cine bestimmte, endhchc Alwahl von
Grofien hekannt scin muf, weil alle anderen aus ihnen
an Hand der vorliegenden Gloichungen abgelcitet
werden konnen. Es ist auch sofort versténdlich, dafl
diese Anzahl zwangsldufig aus der Anzahl der vor-
licgenden Gleichungen bestimmt ist.

Wird eine Grofle willkiirlich aus anderen definiert,
wie heispiclsweise dic Geschwindigkeit aus Weg und
Zeit, so liefert jede solche Definitionsgleichung eine
neue — nimlich die definierte — Grofe als nhgc~
leitete Grofe. Wird aber an Hand eines experimen-
tellen Versuches cine Abhingigkeit zwischen lauter
bekanuten GroBen festgestellt, was also der Ent-
deckung cines Naturgeselzes entspricht, dann konnen
dic in die Untersuchung eingehenden GréBen zuniichst
nicht durch cine Gleichung miteinander verbunden
werden, da das Experiment gar nichts anderes als
cine Proportionalitiit zwischen bestimmten Potenzen
der betrachteten Grofen feststellen kann, Wird bei-
spiclsweise die Kraft untersucht, mit der sich zwei
elektrische Ladungen @, und Q, becinflussen, so kann
vorerst nur dic Proportionalitiit
L)
Feo 7:73* 2

festgestellt und angeschrieben werden. Da wir aber
fitr unserc Betrachtungen Gleichungen brauchen, sind
wir gezwungen, die erhaltenc Proportionalitiit unter
Verwendung eines Proportionalitiitsfaktors etwa in

der Form
X
;

@)

zu schreiben. Sowohl die Schreibweise (2) als auch (3)
setzt voraus, daB-der Begriff ,,Ladung: bereits vor-
licgt; denn sonst wiire es ja gar nicht erst zu dem Expe-
riment gekommen. Er kénnte allerdings bercits aus
anderen GroBen abgeleitet worden sein. Nun ist aber
gerade dic elektrische Ladung die erste Erscheinung
elektrischer Natur, dic iiberhaupt crst zur Erkenntnis
gefiibrt hat, daB cs neben der Mechanik noch ein
Gcl)leL Elektrizitit glbl. Es ist nnmifghch, dlcse Er-

s

erk aus den




Declassified in Pai

K] Obordorfor: Zur MaBaystomfrago in Physik und Tochnik

Ersoheinungon zu orkliivon; sio ist einfach da und muf
als soloho hingenommen worden, Sio bildel alse oino
Joner GroBon, dio dazu dienen mitsson, dio underon
elektrischen GroBen ans ihnen abzuloiten, Solche
GroBen wordon Grundgrifon gonannt, In dor Mochanik
sind hekanntlich drei soleho GrundgidBen erfordor-
lieh, Fiie die Elokurizitiitslohre tritt also noch dio
Tadung als viorto hinzn und orfordort somit oin
wVierersystem®, wenn nicht nooh weitere  Grund-
grofon unvermeidbar hinzutroten mitssen,

In der Gloichung (3) tritt oino noue Grofo K, auf,
dic aber, weil die abrigen bekannt sind, aus ihnen
abgeleitet worden kann. Es ist sogar notwendig, sich
tiber dic Natur des in cinem experimentell ermittel
ten Naturgosets  enthaltenen  Proportionalitiitsfak-
tors Rochenschalt zu geben, da dieser cine Natur-
konstante: durstollt oder bei gegebenenfalls woiterer
Aufapalinng vine solehe enthilt, Boi (3) ist hekannt.
lieh

mit der Infl k anten & als Naturk e
Lin weiteres Beispiel mge eine magnetische Erschei-
nung hetreffen, ErfahrungsgemiB crfiihrt ein strom-
durchilossener Leiter zwischen den Polen cines Magne-
ten eine ablenkende Kraft, die der Stromstiirke I und
der Liinge I, mit der der Leiter sich im »Magnetfeld*
befindet, proportional ist. Ls ist also zu schreiben
FaIl
oder —mit cinem Proportionalitiitsfaktor B —
F=BIl, )
Nach Aufstellung dicses Gesetzes muf zuniichst die
Bedeutung des Proportionalitiitsfaktors festgestellt
werden. Da bei Wechsel der Magnete auch ein Wechsel
der Kraft cintritt, kann B vorerst noch keine Natur-
konstante sein, sondern nur eine solche enthalte
Andererseits st mit

B=y

dic Grofle B cine auf dic MengengroBe 11 hezogene
Kraft. Auf M grofBen bezogene Kriifte bezeicl
man nun allgemein als Feldstirken, B ist also als
w»leldstirket des magnetischen Feldes zu h
Leider wurde jn der historischen Entwicklung diese
Bezeichnung fiir eine andere GroBe bereits gebraucht
und B bekanntlich ,,magnetische Induktions genannt,
Trotzdem ist der Verfasser der Meinung, dafi diesc
Richtigstellung trotz aller Schyicrigkeiton, die sic
naturgemiB anfangs verursachen muB, cinmal ge-
troffen werden muBl, um endlich zu klaren Ansichten
zu kommon. Es ist kaum moglich, dic Verwirrung
dadurch wesentlich gegeniiber der bestchenden zu
vergrdBern; dagogen ist in abschbarer Zeit cine cin-
+ deutige Klarstellung zu crwarten,

Triigt man der weiteren Erkenntnis Reohnung, daj
permancnte Magnete auch durch stromdurchflossenc
Spulen ersetat worden kénnen, dann gelingt cine Klare
Her ilung der Naturkonstanten aus' dem Fak-
tor B der Gleichung (4). Wird nimlich der Magnet
durch eine Spule von der Liinge lsl' und der Win-

dungszahl 10 orsotzt und wird  dioso Spule vam
Strom Iy durchflosson, so findet man dio Pro«
portionalitity
e Il
Lsy

oder — it viner Proportionalititskonstanton ji —

F=,l‘,»’" 1.
s

Lis zoigt sich nun, daB dor Ausdruck

sy
auch in anderen Gleichungen hiiufig vorkommt und
¢ duher vorteilhaft erscheint, ihn als neue Grofie zu
ieren. Da diese Grofe immer als Ursache zur
LEntstehung cines wagnetischen Feldes auftrivt, gilt
man ibr am besten den Namen ,,magnetische Trro.
gung*. Die magnetische Feldstiirke B hiingt dann mit
der magnetischen Ercegung 1 iher die Gleichung
B =y H (7
“usammen, in der 1, die gesuchte Naturkonstante ist
(niimlich dic Induktionskonstante), fir dic keine
weilere Aufspaltung mbglich erscheint, B st jetat
magnetische, I elektrische Grofic und 1, hesorgt
die Uhor!‘iihrung der cinen in dic andere.
Man hat in den Entwicklungsjahren der Elckiro-
techuik in der Gleichung (3) den Faktor K, willkiir.
lich gestrichen, weil man der Meinung war, damit dic
Grofle ,,clektrische Ladung® aus den bekaunten
mechanischen GroBen ableiten zu konne Vordring-
lich war allerdings zuerst der Wunseh, fiir di Tadung
cine Einheit zu definiercn. Das gelingt natiirlich ein-
wandfrei, wenn man der Grofic K, dic MaBzahl
(K} =1 beilegte, was durchaus sulissig ist. Nioht
mehr suliissig war aber, K, iherhaupt 7 streichen,
weil man damit auch seine Dimension negierte, Die
daraus cntstandenen Drciersysteme, dic sich durel
villig unverstiindliche Dimeusionsausdriicke auszeich-
nen, halten also ciner kritischen Untersuchung nicht
stand und sind nach heutiger Ausicht nicht nur als
urzaweckmiilig, sondern direkt als falsch zu bezeich-
nen. Falsch sind aber auch Systeme mit mehr als
vier Grundgroflen, sofern nicht noch neue, nur ex.
perimentell erhiltliche Bezichungen zwischen schon
bekannten GroBen gefunden werden, zu doren Are
schreiben in ciner Gleichung eine neve Naturkon.
stante als Proportionalitéitsfakior gesetzt werden mubB,
In diesem Falle wird dann allerdings auch das Vierer-
system falsch.
Als Beweis fiir die Notwendigkeit eines Fiinfersystems
wird in letzter Zoit gerne das Durchflutungsgosets
$Hdo= 1 ®
angefithrt, . worin links dic »maguetische’ Grofe £
und rechts die elcktrische Grofe | steht, also cin aus-
gleichender  Proportionalititsfaktor gesetzt  werden
miifte, Die Gleichung wiire also richtig in der Form
$Hds= 131 . (9)
zu-schreilien, mit der ncuen universellen: Naturkon-
stanten /' Beachtet man aber, daB hej exakter De-
finition der Gréfen H und B dic maguctische Er-
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regung gur koine wmagnotiseho®, sondorn pino woloks
trisehe® Grofo jst, sy erscheint (8) eher alg Definitions.
Bloichaug, die Keins Ausgloiohsfakeor hodarf, So1nt
man abor stawe 1 djy wirklich magunotische GrisBe,
ndimlich die magnetische  Feldstiivke By s iindert
sich (8) nuf
FBdu=syy 27, (10)

tnd der als erforderlich gehaliene, eine: Naturkone
stante darstellende Ausgleichsfukior geht von selbst
in die l)uruualluug cin, ohne dafl irgendein Bediirfnis
nach einer neuen Nuturkonstanten besteht, Bei il
hestimmuen Systemen, also Systemen mit mehr Grund-
8r0Bon, uls unbedingt notwendig sind, trotoy immer
neuwe  vermeintliche Naturkonstanten — auf, Beim
Gaufischen System der 1) ktrotechnik, das ein vor.

ertes Fiinfers 1L, ist e Li
schwindigkeit, in der Thermodynamik wahrsel
die Gaskonstante,

inlich

Steht cinmal fest, daf zur cinwandfreien Da: el
in Physik und Technik ein Vierersystem hinreichend
und notwendig ist, dann jst dic Wahl cines ,,Maf-
8ystems® nicht mehr schwer, Lin solches 2L sich
Zusammen aus cinen l)imunsioussyslcm, cinem Rin.
heitousystem und cinem Systom won, UrmaBen, In
Peilsystem sind vier GrundgroBen zu wiillen,
he dies sind, jst vorerst vollig helanglos; dic
Wahl kann also nach reinen Zwookn, Bigkcitsyrinden
erfolgen und in jedem Teilsysiom unabliingig von
den ibrigen. Sind die Grundgrifien gewiihlt, dann
ibrigen mit Hilfe der Dimensions- und
Binheitengleichungen abgeleitet swerdon, Die Dimen-
sionsgloichungen werden dabo erhalten, wenn man
in den bestchenden GroBengl tungen alle Zahlen-
faktoren wegliBe und die Gro Bensymbole durch die
Dimensionen ersetat. Tst das geschehen, dann sind alle
v /g]cich]mrcchligl., und
die imensionen sinken auf dic Be-
deutung vou Anfangs. oder Ausgangsdimensionen
herab. Man wird sic also am cckmiiBigsten so
wiihlen, daf durch sie das physikalisshe Verhalten
besonders deutlicl, um Ausdruck kommt. In dicser
Hinsicht erscheint das Kalantaroffsche System heson.
ders gecignet, das als Grunddimensionen, dis Liinge[l],
die Zeit 1], dic clektrische Ladung [Q] und den
‘pagnetischen Fuf [)] annimint, s ist dann nimliol,
das Produkt
10114 = 1)
die Dimension »Wirkung®, die dami als dritte Grand-
dimension neben Liinge und Zeit in der Mechanik
auftritt, Man kommt somit von der Mechanik zur
Elcktromagnetik nicht durch Hiuzul'l'igcn ciner vierten,
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newen Dimension, sondern  durel Aufspalion  der
dritton Dimension in swei Faktoron, dio iy dor
Mechanik also wur im Produk: erschoinen, was den
houtigen physikalischen Ausichten fhor i Mauterio
sohr ansehaulicl entgogenkommt,
Bei dor Aufstollung cines Binhoi cnsystems  sind
sostobtapunkte mutigobend. Allerdings. ja;
L fiir jede Grofe cine unendliche Zahl von
Elinluu‘u:n mbglich, Man kann niimlich jede Grofien.
gle

C=arpic,,, )

in Binheiten- und Mafaahlglo chungen zerlegon, wonn
man die Definition (1) auf alle Grofen anwendot,
Es ist dann

(6] @) = (4)r () (Bp (B) ...

und

(4)
(©) =& By (cy.... (12)

(€)= ¢ (4} (By(cy.... 13)

1
s
Die Gleichung (12) gestattet wun, fur ¢ cine Ein-
heit (G) abzuleiten, wenn iiher den noch offenen
Zahlenfaktor § verfiigt wird, Je nach Wahl dieses
Fuktors wird dann die Einheit ausfalley,, Dieser
Faktor tritt damiy auch mit seinem Kehrwert in der
MuBzahlgleichung (13) wuf und verindert diese im
Vergleich zur physikalisch klaren GroBengloichung (11).
Nur wenn man'§ = | wiihlt, und zwar fir alle Glei-
chungen des betrachteten Gebietes, crhilt die MaB-
“ahlgleichung dieselbe Form vie die GroBengleichung,
Solche ausgezeichnete Einhcitensysteme nennt may
kohirent. Das derscit ihorall Propagicrte Giorgische
System st ein solches kohiironton Einhcitensystem
mit den Grundeinheiten Meter, Sckunde, Kilograinm
und Ampere,

Allerdings bleiben diese Einheiten leere Worte, wenn
sio micht an koukrete Objoktc gebundon werden,
dic. Urmafle heifen und natiirlich chenfalls in der
Anzahl 4 gowihlt werden miissen, SHig dic Ausgangs-
objekte Naturgrien, heion dic Urmafio auol. Natur-
maBe, sind sic materialisierte Korper, nennt man sic
Prototype. Fiir das jetzt propagierte Vierersystem
sind das Urmeter und das Urkilogramm in Paris als
Prototype fir die Grundeinheiten Meter und Kilo-
gramm, der mittlore Sonnentag und die Induktions.
konstante als NaturmaBe fir die Sckunde und das
Ampdre festgelegt worden., Da Prototype verloren
oder vernichtet werden kénnen, bestchen Bestre.
bungen, als Urmage maglichst nur NaturmaBe zu
verwenden,
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Inatitut fiir Mathomatik und Mochanik, Diroktor Prof, Dr, Karl Biigel
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Fingang: 19, 3, 1955

/ Publ, Nr. 6

Zur Bestimmung der Widerstandskoeffizienten
eines hewegten Krpers
Yon Prof, Dr. rer, nat, Karl Bégol

1. Ein Korper bewege sich unter der Wirkung ciner
Coulombschen (d. h. konstanten) Reibungskraft
sowic ciner der Geschwindigkeit und ciner dem
Quadrat der Geschwindigkeit proportionalenWider-

Figen wir der Anfangsbedingung %(6) = vy noch
die weitere x (0) = 0 hinau, so crhalten wir dic in
der unten wicdergegebenen Tahelle enthaltenen
Lusungen,

Die Formeln dicser 'Tabelle sind so lange sinnvoll,

standskraft, Er habe cine positiv gerichtete Ane
fangsgeschwindigkeit vy; auBer den ge 0
Widerstandskrii( ere. Kraft auf
ihn cin. Wir betrachten also cinen sogenannten
Auslaufvorgang; er wird durch die Differential-
gleichung

@) X+Ax4pust4r=0

(>0, p>0, z>0)
dargestellt. Es stcht uns frei, dicse Gleichung als
dic cines geradlinig bewegten Korpers von der
Masse Eins oder als die einer um cine Achse rotieren-
den Masse vom Triighcilsmoment Eins aufzufassen;
im ersten Fall bedeutet x cine Liinge, im zweiten
Falle cinen Drehwinkel.
Die Gleichung (1) liBt sich durch Trennung der
Variablen leicht integricren, wodurch man zu-
niichst % erhiilt; durch eine zweite Integration ei-
hiilt man x selbst. Die Gleichung ist cin Sonderfall
der ctwas allgemeineren, auf dem angegebenen
Wege vou N. H. Abel [1] geltsten Gleichung
¥+ (%) [y2 -+ 2ay 4+ b] =0,
Will man die Losung von (1) stets in reeller Form
haben, so muB man drei Fille unterscheiden:

P
) D—-/ILA—-TZO.

>0

bis die Bewegung zur Ruhe kommt, bis also der
Wert % =0 erreicht ist. Wic man loicht feststellt,
gelten wiihrend dicser Zeit die Bezichungen:

@3) X>0; Xx<0; X0,

Dic Geschwindigkeit X ist somit cine monoton ab-
nehmende konvexe Funktion der Zeit, der Weg
aber cine monoton zunchmende konkave Funktion
der Zeit,

Um die vier Parameterwerte Ay fy % und C be-
rechnen zu kénnen, machen wir zeitlich iiquidi-
stante Messungen der Geschwindigkeit x. Da wir
stets mit den Geschwindigkeitsdifferenzon rechnon
werden, sind zur Bestimmung der Parameter min.
destens  fiinf Messungen notwendig. Dic MeB-
momente bezeichnen wir mit

@) t=1t—27, t,—7, t;,t, 47, t, +2r,
wobei t; und 7 Konstanten sind.

- Dic in den Zeitpunkten (4) gemessenen Geschwin-

digkeiten scien v (t, — 27), v(t;—7) usw.
Wir bilden die beiden Quotienten

v (ty—7) — v(ty)
=
_ V() —v(t, )
R e K

<0 =0

— PP c—)By

—3+) =P +)=Dy

) 1
~T+C+t

——)'-t+ln cos (C— /D)
2

cos C

—Zic+|u

Z N
wroty

arctg Vﬁ_—

Gin (C 4/ —Dr)
GinC

—tiimatd)
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Biigol: Zur Hout dor Wi

Aus dor Monotonie und Konvexitiit von x folgen
zundichst die beidon Bezichungon

(6n) 0<Q, <1,

(6h) Q> 1.

Bilden wir nun Qy und Qy mit Hilfe der in der
Tahelle angegehenen Werte fiiv 20X und der Argus

mentwerte (4), 8o erhalten wir (nach elementaren
Umlormungen) fiir Q; und Qy die folgonden Werte

L Fall: D >0,
(T) Q =rcos2 /D7 —sin2 ) Drig(C—}Dry,
) Qu=cos2}/Dr 4 sin2 | Duwig(C—|D1y).
2, Fall: D20,
(8u) Q,=0of2 |/-_-3'4:
—Gin2 J—Du6tg (C+ =Dy,
(8b) Qy=0of2|—D1
+Gin2)—DuGtg(C+)—Dty).
3. Fall: D=0,

2
) Q=1— C_'_"[-‘»
o) Q=14

In jedem dieser drei Gleichungssysteme sind L, und
+ als MefigrdBen bekannt; chenso sind Qq und Q,
als bckannt anzuschen, da sich dicse Werte nach
(5a) und (5b) aus den gemessenen Geschwindig-
keiten berechnen lassen. Die beiden ersten Systeme
enthalten also als Unbckannte nur noch D und C;
das letzte System ist itberbestimmt, da es C als
cinzige Unbekannte enthilt.

Bei der Horleitung der Formelpaare (7a, b) und
(8a, 1) ist dic Voraussetzung

10 D#0

wesentlich. In (7a, b) ist also cos 2Dz < 1. Aus
(6a) und (7a) folgt andrerscits cos 2Dv > 0.
Damit crhalten wir aus (7a) und (7h)

=c0s2YDuw<1l (D>0)

D<o,

D=0).

as) =Gt

Es ist somit der Wert von thgl, der uns er-

kennen 1dBt, welcher der drei Diskriminantenfills

vorliegt:

Wir loiton aus (7a) und (7h) noch die Formel

(Ua) L;Ql —=sin2Datg(C— Dty
(0>0),

wionton oinos bowogton Kirpors

aus (8u) mul (liln) die Formel

(14h) = Q" =@ =D Erg(C =Dy
(=<"0)
ah,
Betraohten wir zuniichst nue die heiden orsten Ville,
so LBt sich der Wort 1) der Diskriminante aus (11)
haw, (12) herechnen, da Qy, Qy und v MeBwerte
sind.
Hat man aul diese Weise D hestimmt, so lioforn
die Gleichungen (14a) baw. (14b) den Wert der
Konstanten C.
Umyezu erhalten, hilden wirirgendeine Goschwindig-
Keitsdifferens, heispiolsweise
@5n) o [v(iy—21) —v (1, 24)]
=D [tg (C—]/D (t; = 27) — g (C—] D (1,421))]
(

D> 0)

baw,
@A5H) ulv(ty—20) —v (1, 27)]
= =D [Stg (C1J—D (1,—27)
— 6ty (C+ =D (1 +27)] (D <0).

Die GroBe 4 ber
‘Geschwindigke

clinen wir aus ciner der gemessenen
en, ebwa aus v (ty).

Aus der Formeltabelle erhiilt man

(6a) h=—2uv (1) 2] Dig(C—]/D1y)

>0
(A6b) A= —2uv(t)+2 /=D 6ty (C+ /—D 1y
(D <0).

Die GroBie % schlieBlich crhiilt man aus der Glei-
chung

an 472
17 = - .
an * 4
Damit sind in den beiden ersten Fiillen alle Para-
meterwerte aus den Messungen bestimmt,
Der dritte Fall ist der cinfachste. Aus jeder der
beiden Gleichungen (9a) und (9b) LiBt sich C be-
rechuen; sodann g4 aus

) wlv (=20 —v (427
14

IR R GRS
darauf . aus
A9 b= —2p0v () + 4

und schlicBlich » aus

_|,|

o B .
(20) = m
Damit sind die WiderstandsgedBen 4, u, » in
jedem Fall aus fiinf sukzessiven Geschwindigkeiten
bestimmt, cine Bestimmung, die sich immer durch-
fithren 1iBt, solange der Bewegungswiderstand sich
aus den drei angegehenen Komponenten mit ko
stanten Parameterwerten A, 44, z zusammensetat.
Als Beispicl diene etwa dic Beobachtung eines aus-
laufenden schuellen Kreisels,

Dal man dic Anzahl der Messungen moglichst
steigert und sodann mittelt, ist selbstverstiindlich.
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Biigols Zur Boatl & dor Wid

8. Jodoch ist o8, wenn wir (1) zugrundo legon, un-

awockmiiBig, noeh in Momenton zu messen, in
dmnvn die Geschwindigkeit schon stark g

.+ Dom in diosom Falle st in (1) das Glie
im er]mllmn s don Gliedern 4% und # sehy kleing
herlicksichtigl man o8 trotzdem, so kann rei
Kloinheit wu ciner starken Follerquello fir die
Bestimmung aller droi Parameterwerte werden,
Bei langsamen Bewoegungen it man dahor dos
quadratisehe Glied auBer acht, wodureh (1) in die
einfucho Gloichung

@) S X a=0
n]n«r(,t ht, deren Losung unter Jensclbem Anfangs-
die wir (1) auforlegt huben, durch

(220) — +<v“ + ’/‘) e

bzw,

(22h) ‘——u + v+ ) (l—e- n)‘
segeben ist.

Hat man in n zeitlich iquidistanten Momenten ty,
Lyy weey by, wobei
@)  ba—u=7
sci, die Geschwindigkeiten

(24) vi=xX(1) (G=12,...,n)
oder dic Wege x (1) gemessen, so ist dic Bereoh-
nung von v, #, A mit Hille von (22u) baw. (22h)
clementar.  Wir geben aber nachfolgend  eine
Methode an, dic sich aul Rekursionsformeln
und dic in analoger Weise vom Verfasser
in _eciner fritheren Verdffentlichur
stimmung derselbenWiderstandskoe
Amplitudenmessungen an cinem ausse

coyn—1)

oinos howegton Kirpers 83

Zuniichat stellen wir (27) graphiseh dar, wohei wir
¢, Ay 7 und & als hokannt voraussetzen und aus
diesen GroBen die GroBe s, konstruieren, Tine
solche Konstruktion ist in Bild 1 enthalten, Sio
hosteht aus cinem (x,y)- Koordinatensystem, in
welehes das Geradenpaar

(28a) gy
(28h) gyt

cingescichnot ist,

y=x—c¢

y=xeM—g¢

Siu

Siva [

Sis

——Sise |

Bild 1

Wiihlen wir auf g, den Punkt mit der Ordinate s;,
s0 ist nach (28a) seine Abszissc gleich s + c; zu
dicser Abszisse gehort aber auf g, nuch (28b) die
Ordinate (s; + ¢) e=**-- ¢, die nach (27) mit g,
itbercinstimmt. Die Konstruktion lift sich durch

harmonis; Sc]l\\mbu benutzt worden ist. Fiir

die Gosehwindigkeiten v; erhalten wir aus (22a) dic
Rekursionsformel

@ = ( £ g
(i=1,2...,n—1).
Setzen wir
() (i=12...,n—1),
ckursionsformel fiir dicse Weg-
@) 3s+|——‘—1—|—<;(+ z ,) e
(i=12...,u—1).

Beide Rekursionsformeln stimmen in ihrer Struktur
villig iiherein; statt der Konstanten % in (25) tritt
; # in (27) auf. Die Methode zur Bestimmung von
%, hy vy ist daher dicsclbe, ob wir Geschwindig-
keit oder Wegl ten

den. ichneten Treppenweg fortsetzen, wo-
durch man aus s; alle folgenden Werte 8.1, 842,

. crhiilt. Einen Sinn hat dicse Fortsctzung nur
bis zu dem Schritt, nach welchem wir cinen nicht-
positiven Wert 8., erhalten, Ist ...< 0, so be-
deutet dies, daB dic Bewegung wdhrend des be-
trachteten Zeitintervalles, ist aber s, =0, daB
sic am Ende dieses Zeitintervalles aufhdrt.

In Bild 1 ist die Einheit der Abszissen gleich der
Einheit der Ordinaten gewihlt, was in den meisten
Fiillen ausrcichend sein wird. In manchen Fillen
empfichlt sich eine affine Darstellung mit ver-
groBerter Ordinateneinheit.

Um Bild 1 zu einer graphischen Bestimmung der
Grofen ¢ und A zu benutzen, miissen wir es unter
der Voraussctzung zeichnen, daB ¢ und 2 unbe-
kannt, dagegen ¢ und die sukzessiven Werte s
8y +++y 8y—1 als MeBgroBen bekannt sind.

Zu diesem Zweck wiihlen wir cine Abszisseneinheit
und cine Ordinateneinheit und zcichnen cine Ge-
rade als Abszissenachse, wobei wir dic Lnge des

haben. Wir legen im lol;,mdul Wegmessungen,

also dic Konstante =7 sugrunde. Zur Abkirsung

setzen wir

(28)

Nullpunk vorliufig offenl und cine be-

lu.lngc Gerade gy mit dem Steigungsfaktor 1.

Auf g, markieren wir die Punkte Py, Py, - - <y Pucis
deren Ordinaten dic Werte sy, 8,, ..., 8, haben.
Mit Hilfe dieser Punkte erhalten wir den in Bild 2
gezeichneten Treppenweg Py i Pg Qs -« - - Pu—1
9u—1 Pa+
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kaoffizi oinos bowegton Ktirpors

Bild 2

Dic Punkte ¢y qgs + vy qu—1 sollen theoretisch
auf einer Geraden licgen; wir zeichnen daher cine
Gerade g,, fiir welche nach Augenmall die Summe
der Abweichungen der Punkte «yy quy +0vy Quet
von g, mbglichst klein wird.

Don Stoigungsfakior dicsor Goraden bestimmon
wir durch Mossung; er soi m, woboi 0 < m < 1ist.
Dann ist m=¢~47, also

1
(29) A= »*'-L_-]ﬂ m.

Dio beiden Geraden gy wnd gy schueiden sich in
cinem Punkt, dor nach Bild 1 die Abszisse Null und
die Ordinate ~ o besitzt, Damit sind A und ¢ be-

Ae
stimmt, worauf man % aus % = - erhiilt,

Litoratur

[1] Abel, N. H., Ocuvres compldtes, Christiunu 1839, Bd. TI,
8. 231; & auch: Kamko, L. Ditforontinlgleichungen, Lo-
sungsmethoden und Lissungen, Leipzig 1944. Bd. 1, S.298,
Nr, I, 35.

[2] Bégol, K., ;Das Verhalten gedimpfter und nufschoukeln-
der froier Schwinger unter der gleichzeitigen Binwirkung
cinor konstanton Reibungskraft.

Ingeniour-Archiv XII (4) 1941, 247 - 254,
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k Ilmenau « 1 (1954/55) Heft 2 « Horausgeber: Der Rektor

I, Fakultit file ¥ ik, Naturwi

und techn, Grundvi | Publ, Ne, 7

Inatitut fiir Mathematik und Mechanik, Direktor Prof, Dr, Karl Bégal
Als Manuskript gadrnokt! DK 811.145:511.7
Eingang: 31,5, 1955

Eine Methode zur Berechnung von Approximationen
einer reellen Zahl auf geometrischer Grundlage®

Von Dr. phil. Karl Lattermann

§ 1. Das Problem
(I) In dieser Arbeit soll cine gegebene irrationale
Zuohl { durch cine uncndliche Folge .von Briichen
approximiert werden. Die Briiche sollen dic Gestalt

A,
w 5,
haben, worin A, und B, ganze Zahlen eind;
B,1>B,>0; n=1,2,3,....
Ferner soll das ,,Nithcrungsgesetz*
@ Ay i
B, B,
erfilllt scin, wobei man speziell ¢ =1 sctzen darf,
so dafl gilt:

Ayl 1
20 [— <=3
@ “TlSE
Aus (2) ergibt sich dann
@ Bt

(11) Es geniigt, < 1 vorauszusetzen. Weitérhin wird
eine solche Zahl { <1 durch 1—{ crsetst, wenn

§>~»i ist. Dies kann geschehen, weil sich aus einer

Approximation von 1—{ leicht eine solche fiir {
gewinnen ldBt. Es soll demnach unter { immer eine

irrationale Zahl verstanden werden, die kleiner als 5
ist; danach gilt:

(4) 0<l<

o] =

(III) Die Exist der g ppr
ist nachgewiesen; chenso ist ein Berechnungsverfahren
bekannt [1]. Dmscs Vcrfnlu'cn hcﬂ:n unter Verwen-
dung von K ionen, die dem
Niiherungsgesetz (2) und dor Bcdmgung

®)

geniigen, Ferner ist-bekannt, daB der Exponent 2
auf der rechten Seite in (2) nicht mehr vergrofert
werden kann. In dieser Arbeit wird ¢ =1 gesetat,
obgleich bekannt ist, daB8 ¢ auch kleiner als 1 sein

kann, nimlich —. Eine geometrische Interpretation
5

des Verfahrens hat Lettenmeyer gegeben [2].
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(IV) Dic vorliegende Arbeit will, in neuer Weise von
geometrischer Basis ausgehend, Approximationen her-
stellen, die (2) und gleichzeitig auch (5) goniigen.
V«,rlmltuls l.met I‘n]xlorcm.anwklung will sie ecin
fahren  ableiten, aus
dem sich dic einzelnen B,_ sukzcssive ergeben. Dic
Griinde, cin ncues Verfahren zu entwickeln, sind
inshesondere folgende: Erstens erhellt dic neue Inter-
pretation das geometrische Fundament der Ketten-
briiche. Zweitens ergibt sich Neues in bezug auf die
Gesctalichkeit der Kettenbriiche durch dicses Be-
rechnungsverfahren. Drittens liegt hier ein Verfahren
vor, daBl sich — im Gegensatz zur Kettenbruch-
methode — bis zu cinem gewissen Grade auf den
zweidimensionalen Fall ithertragen laBt.

§ 2. Die geometrischen Crundlagen
(V) Das Niherungsgesetz (2) kann auch in folgender
Form geschriehen werden
(6) €8, — A, [<B,

n=1,2,3, ... mit der Festsetzung By =1.

Dann ist B,>1, ganz, By < % . Dic A, sind ganz.
Also muB I B, weniger als % von A, entfernt sein,

denn
" 1
|{B, — Au]< 5.

(Das Gleichheitszeichen kann wegen der Irrationalitit
von { nicht auftreten,) Daher ist A, fiir B,> 2 die
niichste hei ¢ By gelogene ganze Zahl. Zur Darstellung
diescs Sachverhalts wird das Zeichen < >, gelesen
syniichstgelegene ganze Zahl von®, verwendet. Z. B,
ist ¢4,248) =4 und (4,876 = 5. Ferner wird fest-
gelegt, daB nur solche Approximationen Geltung
haben sollen, fiir die immer die rechten Seiten in (6)

kleiner nls 5 sind; es wird in (6) gesetzt
@ By=1, B;‘<l

Wegen (4) ist dann { B, < =+ Aus (6) und (7) folgt
1
6By — Ag| < 73 hieraus exglht sich. Ay = 0. Die

*) Eino bei der Redaktion cbenfalls am 31. Mai 1955 einge-
gangene Arbeit des gleichen Verfassors mit dem Titel
»Uber cine Methode zur Berechnung gleichzeitigor Approxi-
mationen zweier reeller Zahlen* kann aus drucktech-
nischen Griinden erst in Heft 3 der Zeitschrift orscheinen.



{

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release

86 Lattormann: Eino Mothode sur Borochuung von Approximutionon einor roollon Zuhl ol geomotrischor Grundlugo

Approximationen mit dem Ziihler 0 werden auBor
Botracht golasson, n wird auf 1, 2, 8,.., heschriinkt,
Dann kann man allgemein schreiben

(8) LBy =A, (n=1,2,38,...)

Dicse Beziehungen golten selbstverstindlich nur fite
Ap]n oximationen, die ehen (6) und (7) schon goniigen.
) gibt bei gegebenem B, die’ Gestalt der Approxis
mationen (1), dic wogen (8) die gestellte Aufgabe loson,

Fuuktion, Sio ist aus lnutor Goradonstiteken zu.
summengesotat, und awar aus lauter kongruonten
wZacken®, Untor einer Zueke sall jeder Teil dor Kurye
von einor Nullstolle his wur nilehston vorstanden
worden, Das wwisohon awei  aufvinanderfolgenden
Nullstellen der Kurve liegonde Stiick dor x-Achse
heifte die ,Liinge®* dor Zancke. Alle Zuckenliingon der
Tunktion y sind gleieh, und wwar hotriigt dio Zaokons
ltinge, dio niit z hoscichnot soi,
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Bwist By, Badst | 2 —1=017,,. < -;~:ﬂr“ -

Jotat worde dio Fuuktion

(14) Y= ix = ()
cingefithrt und Y wio y hohandolt, Das fite y Gesagte
gilt sinngemilB auch fix Y, Aueh Y wird graphisch
dargestellt, wobei hier die Zackenlinge gleich 1 ist,
Nullstellon von Y (x) sind die natiirlichon Zahlon-

it TR, VI R
worte von x, Triigt man sich die Kurve Y= " in die

y
0 T
I\
o L il
4 F
Ly
03 -1 " - o |
N
02 -IL\ |
or b Sk I
. Je xfl
1 2 A 5 6 7 8 8 w0 nm r
Bild 1
V1) Wogen (8) geht (6) iiber i
(VD) Wogen (8) geht (6) iber in (12) (Beweis in § 2, Absatz 1X.)

(9)  [fB.—(BS<B', n=1,23,....
Exsetzt man jetzt B, durch cine reelle Variable x,
80 geht (9) in

(o) lex— & m] <x-t

iiber und liefert fiir bestimmte Werte von x Ausdriicke,
dic Kleiner als x~! sind. Die ganzzahligen Werte von x,
dic gleich B, sind, sind in (10) als Sonderfille ent-
halten,

Setzt man

an y =[x =L,

0 ist y cine Funktion von x, dic man graphisch dar-
stellenkann und die fir y<x-!,x=8,, n=1,2,3,..,
also fir y < By' das Nitherungsgesetz(6) als ,,Sonder-
Salle* fiir jcdcn Wert n=1,2,3,... in sich enthilt.
Bemerkt ‘sei noch, dafl in (11) Ausdxuckc von der
Form (1,5) keine: Schwicrigkeiten ]Jclutcn kannm,

ist ])usplc]swelst ¢
Exy =<1,5) mvcxdumg 1 oder 2. Troudcm ist ein-

; » dd sowohl [1,5—1{=0,5

als ‘auch [1,5 —2(=0,5 ist. Fiir dic hicr interes-
sicrenden Sonderfille .ist B, immer irrational, also
(B, nic etwa 1,5, (Es werden im iibrigen nur Werte
fiir x > 0 benbtigt.)

deutig y=|{

(VII) Nunwerde dic Funktion (11) graphisch dargestellt.
Als Zahleubeispicl diene {= /0,17 0,41231056..

Man erhiilt Bild 1 auf folgende Weise: In zlun
Achsenkreuz, das aus ciner waagercchten x-Achse
und einer senkrechten y-Achse gebildet wird, kommt
nur der Quadrant x>0, y>0 in Betracht.. Stets

ist 0< y(x)éi; im diibrigen ist y(x) eine stetige

In der Figur ist # = 2,42535...
immer z>2,
Tiir »

1
. Wegenl< o it

=0 ist auch y =0, fitr x = Z

st wieder y=0,

ehenso fiir alle Werte x » wenn m die Reihe
der natiwdichen Zallen durchlinft. — Die zu y
gehorigen Wi mbgen in bestimmten Fillen auch
yu heiBien. Die y, huben noeh cine besondere Be-
deutung, Durchliinft x dic Folge (r} der natiir-
lichen Zahlen, so durchlaufen dic zugehdrigen Funk-
tionswerte die Folge {y (r)). m. Folge {r} be-
sitzt cine Teilfolge {r,) (n=1, 2, ...) von der Be-
schaffenheit, da (10) fir x =, ul'ullt ist. Bs werde
gesetat y(r,) =y,. Dic Folge {r,) ist dann mit der
Tolge {B,} identisch. Geniigt umgekehet ein ganz-
sahliger Wert x dor B\,Iu,h\mb (10), s0 ist er cin B,.
Es gilt also (vgl (9))

(13)

Cx— x| <x!, x=B8,,

Nach (3) sind aber dic B, dic Nenner der gesuchten
Approximationen. Die graphische Darstellung liofert
alle Nenner fiir Approximationen, darunter auch die,
deren zugehdrige Approximationen (2) geniigen und
demzufolge natiirlich auch dio, fir dic (2) und (5)
befriedigt sind, dic B,.

Der Deutlichkeit halber sollen kunfug nur l]l(, Nenner
derjenigen Approximationen mit wer-
den, fiir dic (2) und (5) orfillt smd solche Nenner,
deren Approximationen zwar dem Nitherungsgesetz (2)
geniigen, der Bedingung (5) aber nicht, sollen durch 1/,
gekennzcichnet sein, — In der Figur liegt bei x.
z. B. cin Nenner vor, dessen zugehorige Approxima-
tion (2) und (5) erfiillt. Dicses x ist also ein B,.

i
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Figur cin, dann kann man aus ihe sofort ablesen, an
welchen S cine Approximation dic Formel (6)
orfiillt oder nicht,

(VIIT) Aus Bild 1 ersicht man weiter, dafl cine Ap-
proxumnmu wm s hesser ist, je kleiner y, ist. Ts
um so kleiner, je niiher es am Anfang oder am
er Zucke licgt. Du nur ganzzahlige Wu‘Lo
von x in Betracht kommen, mul fiir cine ,gute*
Approximation (Eefillung von (6)), /uukuumﬂmb
baw. Zuckenende muglichst nahe bei ciner ganzen
Zahl licgen, Ganze Zahlen selbst kommen wegen der

m,
= mil ganzen posi

oder

Treationalitiit von £ baw.

. ¢

tiven Zahlen m,, »=1, 2, 3, .., nicht in Frage.
Dic Zackenenden von Y liegen aber jedesmal genau
bei einer ganzen Zahl, D. . dic beiden Nullstellen
der Funktionen y und Y diiefen im Falle einer guten
Approximation nicht weit voneinander entfernt scin,
Es muB also folgende Bedingung exfiillt scin:
v=1,2,3,....

1
=2 <,
Hierbei bedeuten n, und m, natiirliche Zahlen, und
&> 0 ist cine hinreichend kleine Grofie. Man darf
selzen:

(16) ny =1, =B,.

(15) exfiillt, ist ein x,

(15)

B,.

Denn ein ny,
(Vel. VIL)

(IX) Au Beweisen ist dieser geometrischen Betrach-
tung nur der nachzutragen, daB die- Zackeulinge

ist, also der Beweis von (12). Dics folgt aber

unmittelbar daraus, daB dic beiden crsten Nullstellen
1
von y (x) in (11) dio Zahlen x=0 wnd.x = sind

und y die Periode T besitzt.
§3. Das Verfahren

(X) Dus Verfahren wird zucrst beschrichen, dann be-
wicsen. Wie im vorhergehenden angefiihrt, sollen die
Approximationon den Bedingungen (2) baw. - (6)
und (5) geniigen. Man (indet dann in dem Beispiel
durch Rechnung (oder durch Ablesen aus der Zeich-
nung) folgende ersten brauchbaren Werte fir x =1,
=B, — die Werte von y, sind heigefiigt —:

By =1; yo=0,4123 ...,

By =2; v, =0,1753. ...

1 1
Man sicht, ¢s ist y; <y, und y, < Vi <y

(XI) Durch B, = 2 wird bestitigt, da dic gesuchten
brauchbaren Approximationen da liegen, wo die
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Zackonenden der Funktionen y und Y nahe boi-
oinander liogen, wio dies die Bedingung (15) vor-
sehreibt, (Vgl. Bild 1) An der Stelle x = 2 endet die
zweite Zacke von Y, und in dor Niihe dicser Stelle
die erste Zacke von y, Dio heiden Zuckenliingen sind
Z=2und y = i == 242535,
dex Verfahrens hesteht darin, durch Rechnung eine
Stelle zu finden, wo die Zackenenden von y und
noch nither beicinander liegen als bei x = 2,

v+ Der nitehste Schritt

Der entscheidends Unterschied zwischen den Zacken-
enden, da wo die erste hrauchhare Approximation vor-
licgt, heiBle 4. Aligemein ist fiir ganzzahliges r,= n,
und my, »==1, 2, 3,

w
an EEE IR
Tu dem Beispiel ist ry = n, =2, my =1, somit

A=|2—242535, .| = 0,42535 .
Offensichilich tzt Y stets die klei Zacken-
linge Z==1: dicse teilt man durch 4 und setst
1
(18) k=
k ist cin konstanter Wert. Lm Beispiel ist
k =2,351005....

Multipliziert man jetzt dic groBere der beiden Zacken-
lingen mit k und beriicksichtigt

(19) n 4= %
was sich aus (17) crgibt, so erhiilt man

(20) kuy k4=

s sei vorerst in (20) nur das Pluszeichen beriick-
sichtigl. Wegen (18) ist aber k 4 == 1. Somit ist
km,

(21) Koy + 1=

Wiire k ganz, so ficlen beide Zackenenden genau zu-
sammen, und zwar auf eine ganze Zahi, denn weil n,
ganz ist, wiirc dann auch kn, + 1 ganz. A ist aber
nic ganz wegen der Irrationalitit von {; damit ist
auch k niemals ganz.

Um nun zu brauchbaren Appruxlmuuunux zu kom-
men, werden ,,Al i vorg Da
my =1 ist, wird in der Formel dcr Einfachheit
ha'ber my durch 1 ersetzt. Man weifl, daB die B, nur
in der Nithe des Endes von ganzen Zackenlingen
von y liegen kinnen. Deshalb wird k durch <k} er-
setzt?).

Da die B, immer ganz sind, so muB noch- auf die

2 in (21) verzichtet werden. Das auf

[OAN
T/

Dezimalen von

B, folgende B,.; hat dic Form B, =

Boriicksiohtigt man aich. bei B, dicke Abstroichung,
erhiilt man dic Folge

1 <N
22  By=1; B, =<f> =R —

Auch hiitte man k* im Beispiel = 5,76 ...,

1
a4’
1) Dioser Vorgang worde als ,,Abstroichung* bezeichnet.




J
{
;:

"nach <<—]Z->—>
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bilden konnen. Kleino Ungenauigkeiten troton nur
gologentlich gunz im Anfang auf. — Im Boinpiol ist?)
<.}. = (2425855 = 2, my == 1, k= 2,351005, dom-
= (22,42535) = (4,85070) = 5. Also
ist Bg==5. Boi x =5 licgon ulso heide Zuckonenden
nither boicinander als bei x =2, Das zcigt das Bild
doutlich. Die Rechnung ergibt folgendes Bild: cs ist

2. L =4,85070, War 4 = 0,42535, so ist | 5 — 4,85070|

= 0,14930. Der s-Wort in (15) ist also kloiner ge-
worden, Nun muB untersucht worden, ob der ge-
fundene Wert By =5 auch tatsiichlich den Bedin-
gungen (6) und (5) geniigt. Dies ist der Fall, denn mit

By =5 ist y,=10,0616 < —‘15— = 0,2; ferner ist y, =
0,0616 <y; = 0,1753. B, geniigt also (6) und (5).
Jetzt sind die Betrachtungen in anderer Richtung
fortzusetzon.

(XII) Es sei auf don Fall hingowicsen, dafl in (20)
das Minuszeichen gilt. Prinzipicll Neues bringt der
Fall nicht, weshalb man sich hier kurz fassen kann.

Wenn 2 B. 3 > 1 > 2,5 ist (in dem Zahlenbeispicl
trifft dies nicht zu), so ist 4 =| 3 —% . — Bemerkt

sei, daB natiirlich immer die kiirzeste Entfernung der
beider. in Frage stchenden Zackenenden bei dem
crsten — durch Rechnung ermittelten — B, in Be-
tracht kommt.

1
2-5

So ist in dem Zahlenbeispicl 4 = ‘ , mnicht

etwa = |3 — = | (= E), denn es ist, wie man aus dem

Bild sofort erkennt, 4 <E.
(XTIII) Das Verfahren wird nun so fortgesetzt: man
bildet jetat

@3) B, =<§%_k>_> und

(24) - B,y =<§§¥-&>, s sei ein Index

(hier 3), ferner

k) k;
(25) Bua= <i<%>_k>> ,
(26) Byys =<*<Lk>c(k—+&> 5 uSW,

Sind (24), (26) usw. mit Faktoren (k + 1) noch nicht
zur Anwendung gekommen, so liefern (23), ebenso
(25) usw. mit den Faktoren k — also ohne (k + 1) —
je einen neuen Wert By, Daritber hinaus kann aber
auch z B. (24) noch ein neues B, liefern, muf es aber
nicht. Hat jedoch (24) oder (25) usw. einen neuen
Wert B, erzeugt, so wendet man auf ihn wieder
erst’ (25) usw. an. Man bildet also in diesem Fall
nach (24) nicht (25) oder (26), sondern

 wodurch man einen neuen Wert B, erhilt, dann

operiert man noch mit (k 4 1), d. b. man konstruiert

3) abgerundet.

(28) By

& sci oin Index. Werte von B,, die (5) nicht geniigen,
soheidot man im lotztoren Fulle aus. Am SchlufB
ordnet man die B, so an, daB immer x, 1 < X, ist,
Worte B, mit %, > %, it man nicht gelton,
auch dann nicht, wonn sio (6) goniigen. Der Doutlich-
keit halber soi noch ausgefithrt: Hat man mit k und
(k = 1) jo cinon Wort By, erzielt, so findet man oinen
weiteren, wonn man von dem mit (k - 1) gewonnenen
aus dns Vorfahron fortsetzt; im allgemeinen liofert
dic Fortsctzung an dem mit k konstruicrton Wort
keinen neuen, Doch muB man immer heide Wege

cinschlagen und dicjonigen Ergebnisse halten

PGS CALRENACLRVAN
- 3
N
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Bs borochnet sich wie folgt: k) = ¢2,3510) = 2,
CCky (k- 1)> = ¢2.8,851y = ¢6,102> = 7,
KD (kF-1)> ky = <7-2,381y = (16,457 = 16;
rechnot man mit 16 weiter, so kommt man nicht #u
einem neven Ergebnis, henutzt man aber 17, so folgt:
<LKk (k1) k) k) = (17.2,351) =¢39,967> =40
und schlioBlich
3= <g_<<<k> (k ¥ DL
{40-2,42535) = ¢97,0140) = 97. —
Kann es vorkommen, daB der cine odor dndere Wert

dic (5) nicht erfitllen.

Diese theoretische Betrachtung sei durch das gewiihlie
Beispicl verdeutlicht, In ihm ist k = 2,351005,
k 4+ 1 = 3,351005. Man erhilt folgende Ergebnisse:

n By Avowa Formel
0 1 — 04123 —_
I
2 10,
1 0,1753 Q ¢ /
k> '
2 20,0616 /.,, >
5 Nt

7k kN
5 0,052 e
3 12 0523 C

¢
4 17 T 0,0092 <§<~'f-?(—;‘ﬂf12>
1 (k1) Ky O™
597 40 000588 \ St P

6 114 47 0,00340 <i€<ﬂi}).>“; L’?(‘i}_)?>

¢
7 211 87" 0,00248 Ko (k1D ko ko LIAN
3 /-
Man itherzeugt sich leicht dureh Rechnung, duB alle
B, den Bedingungen (2) und (5) genigen. — I
Fall des Absatz XII tritt in den Formelnk — L und k
statt k und k 4 1 auf.
(XIV) E 1 ist folgendes zu : Es kann
vorkommen, daB der cinc oder anderc Wert B,, dor
auf Grund der ob: Formeln gefund
wird, ausgesondert werden muB, weil er (5) nicht
gemtiigt, Solche Werte B, miissen aber immer ‘erst
berechnet werden, dann muB das Verfahren fort-
gesetzt werden, und erst am Schluf darf die Aus-
sonderung erfolgen. In dem Beispiel fohlt zwischen
B, und By cin solcher Zwischenwert ; er miifite lauten:

o (k+1)> k>
(EBLER0)

Der mit k und (k + 1) gebildete Wert B, ist aber
schon besser. Bei der Ausrechnung der einzelnen B,
kommt es dann und wann bei den ,,Abstreichungen‘
zu kleinen Ungenauigkeiten. Liegt bei einer solchen

Abstreichung die abzurundende Zahl nahe hei%, 80

mufl man beriicksichtigen, daf8 z. B. (16,457) wohl
16 ist, aber daB auch der Wert 17 untersucht werden
muB. Eine solche Abweichung odex ,,Verschichung*
hat ihren Grund in der hiufig wiederholten Anwen-
dung des Zeichens (..., By ist ein Beispiel dafiir.
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werden muB (s. 0.), 8o troten aufler den
verfahronsmiiBig berechneten Werton bei Zahlen, die
sich gut upproximicren lassen, noch Bereicherungs-
werte hinzu. Mun kann sic einfach fortlassen, denn
man bekommt aufl dem angegehenen Weg schon dic
verlangte Folge von Approximationen, Man kann
aber dicse TFolge auch noch durch weitere Werte he-
reichern, Tm Beispicl stellt By einen solchen Bereiche-
rungswert, unter Verwendung von k* baw. k* — 1 dar.
Doch sei auf dic Moglichkei Bereick g ¢
zu bilden, nicht weiter eingegangen, da dic Frage hier
keine ausschlaggebende Bedeutung hat.

§ 4. Die Beweise

(XV) Zuniichst werde angenommen, durch die Mul-
tiplikation von - mit k bzw. k 4 1 gemii Formel
(22) bis (28) crgiibe sich ecine Folge von Werten 4,,
die abnihme und gegen Null strebe, so daB etwa gelte
(29) Aot <Ay v=1,2,3, ...,

Wird 4, kleiner, so wird auch y, kleiner, denn mit 4,
nehmen auch dic rechtwinkligen ihnlichen Dreiecke,
die aus 4,, y, und cinem Kurvenstiick gebildet wer-

den, an Flicheninhalt ab, Beim Grenaiibergang folgt
aus (29)
(30) lim 4,--0.

v—>s

Daraus folgt weiter, weil 4, und y, Seiten ihnlicher
Dreiecke sind,
(31) lim y, 0.

v
Das hedeutet aber wegen | B, { — (B, {>| =y, und (8)
(32 lim A g —
(XVI) Jetst wird gezeigt, daB zunéchst immer
Ay <4y, =4 ist. Wenn 1 mit k multipliziert wird,

k;

folgt aus By = <l> der Wert B, = <<—;>->
(vel. (22))- ¢
Es ist wogen (19)
1
Bestimmtes vor Augen zu haben. Die Allgemein-
giiltigkeit der Untersuchung wird dadurch nicht cin-

geschriinke. Es ist nach (18) k = _Z-, dhkd=1

=n, + 4. Es soll n; =2 gesetzt werden, um etwas

Nun orgibt sich aus (19)

@) o= @A) =200 + R 4.

2/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0

Forner ist

(34) k = (k> + &

&, ist oine positive oder negative Grofe, und es gilt
1

(95) Lol <5

Es sci dor Rest einer Zahl hinsichtlich ganzer Zahlon
mit R (....) bezcichnot. Dann ist

0 RGP =IRE+A) =4

Gesucht ist

| R (922) |. Es ist
37 | R (Sl»zz)l =| R(2 <k + k> 4) | =| R(<k>4)],
und weil <k> ganz ist, gilt:
(38) | R @<k) [ =0

Aus (37) (olgt wegen (34) und (18)
@9) IRk 4)] =R ((k— ) d)| =| R (kd — ed)
=| R (1—ed) |=|R (— ed) | =|e|4.

Es ist stets

(40) 4 <—;-.
s ist also wegen (35)
(1) ]e\A<7und§<%.

Bezeichnet man noch 4 mit 4,, wie dies bereits oben
geschehen ist, und |e| 4 mit 4y, so ist gewi

(42) 4y <4y,

ja es ist 4, (#. Deshalb gilt (30).

(XVII) Durch Multiplikation mit <ky wird der Rest
eines jeden chcsﬁ, m, ganz, verkleinert. Es ist

fir hinreichend kleine Werte von R und a

« 1
43) R(p=aR(z)
1 2
z.B4R(Z—)=A.R(E) =24,
2 1
R (5)=2R(7):

Solange a<s (k9 a ganz, ist, gilt natiirlich auch

(44) ) =aR (ﬂ?_) .
Es ist nicht nur | n(%) [<|R (%) I, wie in XVI

bewiesen, sondern nach (43) und (44) auch
laR (DI <RI, b

@) IRED) <R a5, g

o nehme in ‘(45) der Reihe nach die Werte 1,2, 3, ...
<ky an.

@ =1 ist schon durch XVI erledigt. Unter all den
tibrigen Werten liefert aber im Gegensatz zu g «=
2,3 ... erst @ = kD, wie aus (42) bis (45) folgt,

cin Minimum, Denn, werden alle Reste von %
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durch ¢k) verkleinert, so wird es das Minimum, aus
dom ein By, 7. B, By folgt, am meisten, Dieses folgt

aber urspriinglich aus & Deshalb st 2 = k zu setzen,

Also st unter Ber igung der not ligen Ab-
1
e

nroichungen (vgl X1) By = <k kg

(XVIII) B0 wird das Veefahren fortgesetat, Es liefert
Approximationen, dic immer besser werden. Fs
schreitet von einem Minimum zum néichsten, Man sicht,
daB das dargelegte Verfahren siimtliche Minima auf-
weist, Tm Zahlenhcispiel ist

m, 0; By

m, 13 By =

my 2; By

my = 5; By

my = T; By

my = 40; By

mg = 47; By

m, = 87; B,
Es ist nun aber in XVII nur nachgewicsen worden,
daB alle ganzzahligen o mit 1 <a<¢k) k Verbesse-
rung der Approximation, d.h Verkleinerung der
Fehler A, ‘bringen. Dazwischen bleiben 2. B. noch
die Werte 3; 4 fiie m,. Mit ciner Ausnahme (s. niichsten
Absatz) kommen diese Werte, dic Zwischenwerte
heifien sollen, bei der Bildung der B, nicht zum Zuge.
Man sicht leicht ein, daf} dic Zwischenwerte

<k 41, Ckd 4 2,.0..2¢k> + 1, 2¢k) + 2,...
3¢ky +1,3¢k) +2 ... usf

gegeniiber den Werten 2 ¢k), 3 ¢k, ... usw. immer
noch groBere Fehler haben als letztere. Der Uber-
sichtlichkeit halber scien cinige Fehler zusammen-
gestellt,
Es gehort zu m, =

Reritekaiok

der Fehler F =

A,

24,

o in

Ay =< 3
Ay + 4y
Ay 424,
2/, -
24, + 4,
24,424,

Dic Fehler der Zwischenwerte z. B, (k) + 1, <k) + 2,
usgw. sind. also immer groBer als dic Fehler bei (k).
Sclbgt, wenn ctwa Ay >0, 4, < 0 ist, so tritt keine
Kompensation ein, denn es' ist bei (k) 41 der
Febler F' == A, — 4,, d. h. F ==

46) A=l el dy >3 >
da| ¢ = ; ist.

(X1X) Nur cine Ausnahme gibt es, wid ‘zwar in
folgendem: Falle. Es kann bei 2 (kY 41 7 B, cine
hesonders gimstige Konstellation vorliegen (was aber
nicht immer zutreffen muB). DaB.die Fehler bei 2 (k>
undbei 2 <ky + 2 aufl alle Fille groBer sind als ik,

st nach dem Vorhergehonden ersichtlich, Aber hei
2<k) ++ 1 kann 2 B, aein 2y = 0, Adg < 0, Dann ist
47)  Fe=ddy —2dy=d; —| 4| 24,
= (1=2 6] )y

Ist| 4, | hinreichend Klein, wo iat
(48) B (L =2 6] )4, > Ay
Es entsteht kein neues B,. [st dagegen | ¢, | < 0
hinreichend i
(49) Foe=(1—2]e|)d < Ay
Dann entsigeht ¢ 1 L handelt sich, wie
man leicht nach o le, wo <k--1)
statt <k in den Formeln auftritt (vgl. 2. 13, (24), (26)).
(XX) Tn XV ist vorausgesetzt, daf die Folge der 4,
abnehme, Dies trifft zn, man aus XVI bis XIX
entnimmt. Jedoch ist dus Abnehmen der 4, nicht mono-

. Das liegt daran, dafl 4, gegeniiber 4, positiv
oder negativ zu rechnen ist, und dies hiingt wicder
davon ab, ob bei der Abstreichung von <k, <<k> k> ...
Kleine GroBen verlorengehen oder hinzutreten, Ferner
spiclen die besonderen Verhiiltnisse beim Auftreten
von Faktoren (k -+ 1) eine Rolle,
(XXI) Eine Verbesserung der Approximation tritt

bekanntlich ein, wenn "2‘ mit <ky bazw. ¢k 1)

multipliziert wird, In jedem anderen Fall ist eine
Jerbesserung nicht moglich, abgesehen von den Be-
reicherungswerten. Wiire fiir cin belichiges anderes m,
tiv bessere Approximation. vorhanden, so
wiirde dies im Widerspruch mit XVI bis XIX stchen.
Die hier gefundenen Approximationen sind also dic
. Da s immer Approximationen
gibt, d \erungsgesels geniigen, trifft dies
fiir dic hier herausgestellten in erster Linic zu., Es
gilt daher
(50) | R(B,{)| « By ',
(XX Bs st £ <1, Lya, 4 ¢
X it £ <2024 <G
Min (k) > ; 22, da Z = 1, Min (¢ky) =2.

Daraus folgt 7. B.

Byj—l< Ko ky < 4

Byl ,:?‘E‘Z - z_ ;

Verallgemeinerung crgibt
(51) Buyu>By>1,
(52) lim B,—=

nore

(XXII1) Da dic Fehler dom Nitherungsgesetz geniigen,
A

dh. | ¢ —

b=}

X o
auch hierdureh dic Gilltigkeit von (3), d. h. 2% o ¢
mit n—» hewiesen, B,

st und lim B, gilt, so ist

(XXIV) Die. Fehler | Z—é

| nehmen monoton ab,

Ba

. TR §

vgl. (5). Denn man mu]l.lplmlerLZ:mil <k baw, (k1)
und erhillt einen oder zwei neue Werte By1 baw.
By 2. O es zwei sind, stelle man durch Aussonderung
fest, Tst es nur einer, so fihrt man mit dem Multipli-
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siovon fort, sind o8 zwei, 8o tut man das gleiche,
sondert abor jotzt wiedor aus uaw, (Wogon dor Litcken
s ohen XIV.)

(XXV) Fite jodos n sind die A, und B, teilerfremd,
Einthielten otwa A, und B, den gomeinsamen Fak-

tor fiy, f gang, f# 2 2, so hiitte hoveits =, also mine

destens

" oine Verbessorung der Approximation

bedeutet, Dag steht aber im Widerspruch zu den
obigen Ausfihrungen,

§ 5. Dio Folgerungen
(XXVI) Man sicht, daBf das Verfahren unter Ein-
schlull der Bereicherungswerte dicsclhen Ergebnisse
! ic day Berechnungsverfuhven vermittels der
Kettenbriiche oder wie das geometrische Verfahren
Lettenmeyers, Ts sei dem Leser iiberlassen, sich an
Hand von Beispiclen davon zu il g
(XXVII) Dieses Verfahren ist weder rein rechneriseh,
noch rein geometrisch, sondern verbindet huides.
Die Gesetzlichkeit der Kettenbriiche wird durch das
Verfahren gel Dic Kettenbriiche erhalten cine
neue  geometrische TInterpretation durch das Ver-
fahren (vgl. Bild 1). Das neae Zahlenverfaheen aul
dicser geometrischon Basis zeigt,'daB in den Kétten-
briichen cine re Gesetulichkeit steckt. Die Teil-
b, sind nicht willkiirlich, sondern ,,beinahe
periodisch®. Dabei wird dicse Art Periodizitiit gegen-
iiber ciner reinen Period begriindet durch dic
vorhandenen Ausfille (oder Liicken, vgl. X1V) und
die besonderen Verhiiltnisse im Falle der Faktoren
. k¥, vgl. XIX). Diese Abweichungen von
zitiit sind nicht willkiirlich, unbeherrsch-
sondern die angegebene Mothode lehrt sic bes
stimmen, Die Nichtmonotonitiit des Abnehmens der
¥u verdeckte bisher diese Eigenschaften, Die b, haben,
Wenn man normale B, und Bercicherungswerte be-
trachtet, cinen verschiedenen Rang. — Irrationalitiit
ist zur Rationalitit hoherer Ordnung geworden,
AbsehlicBend sei noch ausgefihrt: Rationale Zahlen
ndeutig durch regelmifige (d. b, mit posi-
tiven ganzen Zahlen als Teilnenner) endliche Ketten-
briiche mittels des Euklidischen Algorithmus dar-
gestellt:
(53) & = [by by by, ..

1
by + S
1

b)) =
+1
by

5 [3].

Es gilt auch dic Umkehrung dicscs Satzes. Fir
irrationale Zahlen gilt derselbe Sachverhalt mit dem
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o} hied, dafl die Kottenbruchentwickl une
ondlich ist. Rino irvationalo Zahl ist also cindeutig
dureh vinon unondlichon Kottenbrueh hestimme und
umgekehrt, Fin Kottonbrueh ist hestimmt  durch
seine Toilnenner, Weiterhin werden die Approxima-
tionsnennor B, wieder dureh die Teilnonner b, des
Kottenbruches hestimmt, und zwar ist !
(54) Bye 4 by By = By, filr n > 1 mit
Bo=0,B,=1.,"
Umgekehrt  folgen dio Teiluenner b, des Ketten-
bruches aus je 3 aufei derfolgenden A i
tionsnennern B,:

PP

(55) by = B Bast

-l
Diese B, gind nun aber durch das Formelsystem (22)
bis (28) festgelegt, Wenn nur die Formeln (22), (23),
(25) usw. gelten wiirden, wenn also bei der Bestim-

. 1
mung cines neuen B, zu — nur immer cin Faktor k

hinzutreten wiirde, dann wiire
B,=1;

_ N
9 A
/

=/\§§<¥25152}s2>; —
und die Folge B, der Approximationsnenncr kinnte
als ,periodisch® angesprochen werden. Von dieser
Periodizitit  gibt os aber Abweichungen: cinmal
komuen Faktoren (k 4 1) auftreten, wic in (24), (26),
(27), (28) angogebin, andererscits konnen Ausfiille
(Liicken) vorkommen (vgl, XIV), schlieBlich konnen
am Anfang des Verfulrens Bereicherungswerte hinzu-
treten (vgl. XIV). Die B, folgen also nicht periodischs
es liegt aber cine Gesetzlichkeit in dem Formel-
ystem, dic hercohtigt, zu sagen, dic Folge dor B,
sci ,beinahe periodisch. — Bei den rationalen Zahlen
ist dic Dezimalentwicklung poviodisch. Bei den irratio-
nalen Zahlen ist auch eine ihnliche Gesctzlichkeit
vorhunden, sie liegt aber tiefer. Hier folgen sich die
Approximationsnenner B, ybeinahe periodisch®, Sic
bestimmen  die Kettenbruchteilnenner b, und erst
durch diese dic Desimalentwicklung.

Literatur
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schaft crfordern, daB clektrische
ot

undérelektronenvervielfacher
ischen Analogierechenmaschinen
tsgeschwindigkeit
nat, Holmut Winkler
nen. Beide Geriitetypen arbeiten mit einer Funktions-

zwischentransformation. In cinem Fall wird cin die
TFunktion in Sy (Tief hri des, photo-

hinen fiir dic B g von ge-
wohy ‘

lltes Diapositiv,

p im anderen Fall
cine ph h mit der hend

hen und  partiellen  Differenti Iglei

Funktion
in k hen Koordinaten d

re

hthe
{, 1

g
Ordnung die Ei fiir belichige An-
dingungen und P er als ge-
ueichnete Kurven licfern. Fiir die Lsung von Pro-
blemen' der Regel hnik werden bei
Regelkreisen, bei denen dic Aufstell

8
hicd.

Maske in den
dic vom Leucht-
re zur Photokathode ver-
inzipien sind grundsiitzli

Gang der Lichtstrahlen gebracht,

schirm der Bildabtastrthi

laufen, Die beiden Arbei
hied

g l‘ier den

ganzen Kreis charakterisicrendon Diff; g
schwicrig ist oder nichtlineare Regelglieder enthalten
sind, clektrische Analogie-Modelle geschaffen. Dicse
miissen den zu studierenden Vorgang zeittreu nach-
bilden. Die Verwendung von vollelektronisch arbei-
tenden Anlagen wirkt sich bei dem ersten Aufgaben-
kreis als besonders giinstig aus, beim zweiten ist sic
aul Grund der von den Regelungsaufgaben erhobenen
Forderung auf hichstmogliche Arbeitsgeschwindig-
keit wnerléBlich. Elektronische Rechenclemente wie
Additoren, Multiplikatoren, Vorzeicheninverter und
Integratoren  sowic Funktionsempfinger mit der
Braunschen Rohre lassen sich prinzipiell mit fir die
meisten praktischen Fiille ichender G igkei
bauen. Die Entwicklung von den dazugekbrigen, voll-
elektronisch  arbeitenden Funktionstransformatoren
(in der Literatur vielfach auch als Funktionsgeber
baw. FunkLionsgencratoren bezcichnet), dic bestimmto
gegebene mathematische Funktionen ¥y =1{; (x) einer
Variablen x, dic wiederum eine belichige andere Funk-
tion x = f, (t) ciner unabhiingigen Variablen t soin
kann, in-elektrische Spannungs-Zeit-Funktionen um-
bilden, ist schwicrig. :
Fiir die bei der Hochschule fiir Elcktrotechnik Tlmenau
in Gemeinschaftsarbeit mit der Universitiit Jena [Prof.
Dr. Weinel] in Entwicklung befindliche elektronische
Analogieanl [1] waren hst ‘mit Integrations-
iistete clektromechanische Funktions-
toren vorgeschen. Dic Forderung aus
gkreison nach groftmoglicher Arboitsg
schwindigkeit und giinstiger Anwendung fiir systema-
tische Probierverfahren und Par h

&
motoren ausger
transforma
Forsch

ische Funke!

2. Der clek
mit Ab g einer Diapositi
(Kontrastverfah,
Das Prinzip des elektrischen F
der cine gegebene Funktion y=f; (x), wobei x=1, (t)
oder x=a-t, d. h, zeitproportional sein kann, in
eine mit der Zeit veriinderliche Spannung 11 (t) um-
wandelt und mit konstantem Faktor ¢ verstiirkt, zeigt
unter Verwendung der fiir mathematische Masohinon
iiblichen Symbole das Bild 1,

S,

ren)

il

Yol ~ ) yef00) < uy0)

Yo Fm

Bild 1 Prinzip des elektrischen Funktionstransformators

Hierbei kann die Funktion y = £y (x) in kartesischen

oder.polaren Koordinaten graphisch vorliegen, wobei

der Polark di d ink ktiver Hin-

sicht der Vorrang einzuriumen ist. Die praktische
s

g
bei Rand- und Eigenwertproblemen gab den AnlaB,
aul  vollelekizonisch - arbeitende Funktionseingabe-
geriite iiberzugchen,

Hierfiir warden die im folgenden erliuterten zwei Ent-
wicklungswege beschritten, die sich beide der Katho-

denstrahl-Bildabtastréhre und der Pl
Sekundirelek rvielfacher (multi

)

1 es T ‘mators erfolgt zwei-
teilig: Der mechanisch-elektrisch-optische Arbeitsteil 1
tastet die Funktion f, (x) ab, wandelt dic Koordinaten
y und x in’ elektrische Wertepaare (Spannung 11 und
Zeit t) um und benutzt diese, um iiber die Bildabtast-
réhre ph phisch " ¢in. Sy hriftdia herzu-
stellen. Im optisch-clektrischen Arbeitsteil 2 wird dic

7
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Winklor: Ubor Tunku

filr die Vi dung in ¥
y={ (x) in ea 10 -2, 10~ Seckunden optiseh
abgetastet und mit einer woeiteren cloktriseh cin-

wr g Ihowogang dos Kur

wird dio vnrgcg:lmnu Tunktion y = £, (x) manuell mit
1 iBiger VergroBerung oder antomatisch mit dem

Y i

gegebenon Funktion x w (b ,.‘ ppelt 'Im Aus-
gang cracheint die mit der Funktion y = fy [fy (%)]
idontischo eloktrischeSpannungs-Zoit-Funktion o1 (t)
sur Woeiterleitung in die rechnenden Baugruppen dor
Analogicanlage. s

Der 1. Arhoitsteil fiir die Zwischentransformation der
graphisch dargestellten Eingangsfunktion y = fy (x)
in cine analogo photographische Schwil ges])
funktion S =1, (1), wic sic Bild 3 darstellt, geht
davon aus, daB dic Wertepaare (x, y) als Argument
und Radiusvektor auf Polarkoordinatenpapier auf-
getragen werden und diescs Knrvunl)ilrl'lmf cinem
Teller aufgebracht wird. Dicser wird ither cin R('lhrnc‘l-
getriehe mit 1 Hartg irollen. — wie
beim Magunettonbandiransport — von cinem Syn-
chronmotor (MSM 130—30) mit ciner Drchzahl von
ctwa 10~ s~ mit k Winkelgeschwindigkei
in Rotation versetzt.

Kurvenfihrungsstift abgotastet, Die verindorlichen
Spannungen 1, und Uy in iliver hostimmten gegon-
seitigon Abhiingigkoit werden in cinem liings einer Ge-
raden I, mit konstanter Goschwindigkeit wandernden
TLeuchtfleck variabler Helligkeit Hy umgewandelt, wo-
bei dio beiden Funktionen Uy={(11) und Hy=1{ (L)
identisch sind. Dieser Vorgang erfolgt in ciner
Braunschen Hochvolt-Bildabtastrohre HF 2786, die
allgemein fir Film- und Dinabtastung heim Yorn-
schen verwendet wird, Der von der indirckt geheizten
Oxydkathode emittierte Gliihelektronenstrom  wird
durch Anderung der Spannung U, am  Wehnelt-
zylinder (Steuergitter) in seiner Stiirke geiindert, Da-
durch wird cine Helligheitssteuerung mit hiervon un-
abhiingiger Konzentration des Eicktronenstrahlbiin
dels erziclt, wobei dic Strahlfokussierung dureh cine
magnotische  Konzentrationsspule erfolgt. Ein sehr

2um
der Bilctablastronre

f fiir Herstellung der Diapositive

Bild 2 Prinzip des 1. Axheitalu_iles des

(Kont fulh

mit den

1. Synchronmotor (Magnetofonmotor)
2. Reibradgetricbe

3. Kurventeller

4. Kreisringpotentiometer

5. Schleifer fiir Ringpotentiometer

6. Stabpotentiometer

8. Elektroncnstrahlsystem
9. Magnetische Linse fiir Fokussicrung

10. Ablenkungsspulensystom

11, Leuchtschirmi

12, Optik (Tessar 1:3,5/50)

13. P ischo Kassette mit ,,Agfa-Elck

7. Schleifer fiir
mit Kurvenfihrungsstift und Lupe

Aus Bild 2, das schematisch die Zwischentransforma-
tion der Funktion y = f; {(x).in 8 =f{; (I) darstellt,
ist ersichtlich, daB dic jeweilige Tellerdrehung x pro-
portional ciner von einem tellerfesten Schleifer an
einem gehiiusefesten Kreisringpotentiometer abge-
griffenen. Spannung 11, ist. -Oberhalb des Kurven:
tellers ist in dessen Radialrichtung ein lineares Stah-
potentiometer gehiusefest montiert, wobei der ver-
schiebbare Mittelabgriffschleifer mit einem Kurven-
fishrungsstift und einer. Lupe verbunden ist. Dic an
diesem Stabpotentiometer abgegriffenc Spannung 1ly
ist proportional der Radialkoordinate y. Bei g -ig\lc,ter
don 1

plattet

scharfer Leuchtfleck bestimmter Helligkeit Hy erscheint
mit einer Nachleuchtzeit von ca. 10—5 sec auf dem
fluorcszierenden Bildschirm, dessen Grofic 80 X 60 mm
betriigt. Das Elcktroncnstrahlbiindel und mithin
der fokussierte Leuchtfleck wird clektromagnetisch
unter Einwirkung der sich konstant éndernden Span-
nung 11, lings*ciner Geraden mit ciner Ablenkempfind-
lichkeit von 0,5 A/80 mm bei einer Anodenspannung
von 10 kV ausgclenkt. Auf ein zweites, senkrecht
hierzu - angeordnetes  elektromagnetisches Auslenk-
system wird cine konstante Kippfrequenz gegeben, um
stutt eines wandernden Leuchtpunktes cine parallel zu

‘Wahl der an den beiden Potenti g
Funk

sich sclbst wandernde Leuchtgerade mit der ver-

ifenhelligkeit Hy zu crhalten. Dadurch

konstanten Spannungen sind dann die F
y=f (x) und N, =1, (1) gleichwertig. Wihrend

1o " Bildacl

belichtete irm

ergibt sich eine

sEes-

s s

Winklor: Ubor Funktionstransformatoren mit abtastrihre und einor Photoxolle mit Sokunddrelol vorvi
0| mit Bildabtastrih d P 1l Soki
drolektzanonverviolfaoher

file dio Vorwondung in

fliiche von 80 X 10 mm, die von einom T
cha - 1 m Tessar-Photo-
objoktiv (1:3,5; =50 mm) anfl eine Blokt 1

mit grof

(Agfa-Rapid mit Sehwiirs -y N g
iher wind (i B hwiiraungsfukior p==1,2) abge-

‘ )
Bild 3 Diapositiv mit der Schwii ion 8 = f, (L)
in Sprossonschrift

Die beschrichene Arbeitsweise des Arbeitsteiles 1 des

F"“.kr s ors, d. 1t in Bild 2, ist mit
zwel grundsiitzlichen Ungenauigkeiten behaftet, die
jedoch durch entsprechende Verstiirk hall ung
‘mit Regeley] in de il ;
g in der Spannu It g 11, hin-

reichend kompensierbar sind. Einerscits ist die am
Wuhucl}zy]mdur angelegtc Spannung  nicht genau
proportional der Leuchtfleckhelligkeit, und zweitens

Bildablastrohre HF 2766 !

Bild 4 Prinzip des 2. Arbei
fiie U nd

der Aufgabenstollung cutsprechonde Schaltung der
u]lckl i 'A Reehnor oingefithrt und die Lissung
photograpl ol d13mFm plinger entnommen.)
Dev 2. Arhoitsteil hosteht im wosentlichen aus dor
gleichon Bildabtastrbhro HF 2786 und einer Photozelle
mit Sekundiirelektrononvervielfachor HF 2740, ’D'
Arheitsweise ist folgendo: e
In dlcr Bildabtastrohre HF 2786 werden cinem ma-
gnetischen (x-)Ablenkungssystem Kippschwingungen
geliibrt, deren Sy iinderung in Sond il
zcitproportional oder allgemoin entsprechend der ein-
gcgubcnun Funktionen I = f, (1) erfolgen kann, Der
Lull.cnkipp bewirkt dann, daf der auf dem Fluoreslzen'/-
s?hlrm erzeugte Leuchtfleck periodisch liings ¢ lc‘r
Geraden in x-Richtung mit variabler Geschwindigkeit
lun’vcgl wird, Im Gegensatz zur Anwendung ™ der
g}mclwu Rohre in dem beschrichenen Arbeitsteil 1
fiir die Funkuionsswischentransformation wird hior
statt der Helligkei rung cine Lini ung he-
wirkt, d. h. bei gleichbleibender Strahli itit bnlsLo
kux}stumcr Bildmudulatiousspmmuug am  Wehnelt-
zylinder und konstanter Heizungs- und Anoden-
spannung, wird dor Strahl mit hestimmeer Gusohyin.

1 fil

e [ df @) aly |
digkeit (b =g = m—) ither den Leuchtschirm

bewegt. Durch eine weitere Ki i i
Kipp il g ere ;ppachwmguns (Bljg;
P 8 del

iles des clek
+ Din-Sehwi

Fuukti

g der ¢ in zeitabl i
Spanuungsiinderungen (Kontrastverfahren)

%. ﬁlcktmncnstmhlsystcm
+ Magnetische Linse fiir Fokussi
3. Ablenkspulensystom selorung

muB ]dic Schwiirsungskurve des Photoplattenmaterials
S =lnJ - tund die ~Funktion beriicksichtigt werden.
(?l}u‘u‘h‘g?‘ Be‘lml,zung von in seinen" Eigenschaften

Photo-Elckt ier ist Voraus-

setzung.)

Der 2. Arbeitsteil fiir die Abtastung der in Helligkeits-
kontrasten von einem Diapositiv getragenen Funktion
S=1 (L), d.h. y =1, (x), und deren Transforma-
tion in eine Spannungs-Zeit-Funktion 1l (t) =1, [f, (t)]
bei zusiitzlicher clektrischer Lingabe: ciner bcsti?mn-
ten weiteren Funktion x = f; (t) ~ 1l = f, (t) ist

} isch in Bild 4 d 1. (Im Endeffek

wird UL (t) schlicBlich sur weiteren Bearbeitung innor-
halb der eloktronischen Analogioreel hine in dic

7
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4. Leuchtschirm
5. Optik (Tessar
6. Diapositiv mi

X

r s
rische

. Photozelle mit Sekunddrelektronenverstarker HF 2760

7. Kondensor
t; 3 l:h‘utnk‘n__tlmdo

- 1:3,5/50)
t tirker (12-stufig)

ift

auf dns zum ersten Ablenkspulensystem senkrecht
P

geordnete (y-)Ablenk paar wirkt, wird  dic
gesch te Zeile mehrfach fiberei
der geschrichen, damit sur Erhhung der Genauigk

eine automatische Mittclwertbildung in der Gesauat.
anordnung erzielt und ein Einbrennen des Eloktronen.
st'rnhls auf dem Schirm verhindert wird.

Die x-Aklenkungsspannung muf dann zeitpropor-
tional, d. h. dic Leuchtfleckgeschwindigkeit lings joder
Le{lc konstant sein, wenn der Funktionstransformator
beispiclsweise fiir dic Bingabo von h (t) bei der Losung

der Gleich &n
ung S 4 £ (Tr + g (1) +h (6) = O0be-

-nutzt wird, Bei Verwendung fiir die Funktionseingaben




Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2012/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0

llo mit

Winklor: Uber Funkti mit

und nmur

mit groBor

96 flir dio Vorwondung in Bl

(dll)) und g (1) muB hingogen dio Linien:

' prechond den Veriinderung %I%—I)zw.

8
U (t), d. h, mit den Gesohwindigkeiten b = %}} baw,

b =—%£ orfolgen,

Wonn die Arhoitstoilo 1 und 2 dos eloktronischon Funk-
tionsgonerators nach dem Kontrastverfahren in ihrer
\VArlumgAwumu auch getrennt beschrichen wurdon, so
stollon sic doch praktiseh in der konstruktiven Ge-
ataltung cine Baugruppe mit nur ciner Bildabtastrohre
dar, die ‘wahlweiso {iiv die Herstellung der Dias mit
den Schwitraungsfunktionon oder deren Abtastungen
Anwendung findot (Bild 5).

8. Der olek +obe Funkti

Dor dornde Louchtfl Hellizkoit
wird durch ein photogrupluscl\us Objektiv (Tessar
1:3,5; f =150 mm) auf die die Schwirzungsténung
S =", (/) als Dia tragende photographische Elcktronen-
platte scharf abgebildet, und je nach Schwirzung
(Lichtdurchliissigkeit). der Platte am Auftreffpunkt

Maskenabtastung
Dio Electric Analogue Computers des California In-
stitute of* Technology [2] arbeitoten zum Teil mit
Funktionstransformatoren, deren Prinzip 1947 My-
nall [3] angegeben hat, In Anlehnung hieran wird im

§.
s,

Zeitonkipp

Eingang

ey ehite)
[l LAY

—

Ausgang:.
# - e (h (0]

=
1 Etekrronenprotoplatte
2 Kantrastdiapositiv

L Gingangs

Apaxntilt)
Bild 5 i I des elek hen Fank nach dem K erfahren
I .1 Ph hme (Helli 2 Diaal (Lini )
wird dort ein besti Lich nteil durch- folgenden die Arl und der technische Aufbau

gelassen. Das punktweise nacheinander abgetastele
Dia gibt schlieBlich iiber einen Kondensor s=ine Photo-
nenenergie auf die Photokathode einer Photezelle mit
Sckundiirelcktronenvervielfacher, wobei dic' optische
Justierung 8o erl‘olgt, dafl stnntllg glelchzemg der
halbe Xath wird. Fir
diesen Verwendungszweck giinstig erweist sich dic
Rohre HF 2740 mit einer Lichtempfindlichkeit von
etwa 60.—70 uA/Lm und einem eingchauten 12-
stufigen Verstiirkersystem mit einem Verstirkungs-
faktor von ctwa 106 und ciner Bandbreite von 107 Hz.
(Die kleinste Lichtstromanzeige betriigt ca. 10— Lm,
der Leistungsbedarf etwa 1 W.)

eines in Bild 6 schematisch dargestellten zweiten Typs
cines clektronischen Funktionstransformators he-
schrichen.

Hicrbei ist- der elektronische Verstiirkerrechner so
gebaut, daB der Leuchtfleck in Richtung der x-Achse
lings der oberen Kante des 80 X 60 mm groBen
Lcuc]ltschnmlnldus abgelenkt wlrd Aol'ern die Kn-
thode der P! lle mit Sek

facher HF 2740 kein Licht von der Blldahtaslrﬂhru
HF 2786 iiber das optische System empfingt. Wird
hingegen die ‘Photozellenkathode belichtet, so be-
wegt sich der Leuchtfleck lings der unteren Bild-
kantc in x-Rw}nung D;c vor dem unteren Teil des
Bil e

Die ausgehend irkeschwankungon i (t) war-

t mon-
tierte, lichtundurchld Maske — ihr oberer Rand

dcn !chlieﬂlich ﬁhur einen K
porti "l £ [fs (‘)]

t) P
nmgewandelt Auf diese Weise wird letzten Endos die
urspriinglich in Polarkoordinaten emgegehene Funkuon
1

entspricht der Funktion y =1{; (x) in kartesischen
Koordinaten — bewirkt, daB der Leuchtfleck lings
der Maskcnkurve hnmnd wundut, wobei die die

y =f; (x) (Bild'1) iiber die analoge Schwi
tion S =1, () auf dem Dia (Bild 3) in eine analoge
Spannungsfunktion ¢ 11 (t) = f, [l'g (t)] umguwandelt,

x-Abl i

g sich zeit-

proportlonﬂl mlu nach ciner hestimmten Spannungs-

Zeit- Funklwn x= fg (t) iindern kann, An dem ma-
. Abl

wobei I, bzw. x

einer bestimmten, nicht proportmnnlen bhii

stellt sich dann je-
g

keit I =A{, (t)-baw. x ==f,.(t) variiert werden kann.

weilig die g U~y =1, [f, (t)] ein, die von
dem betreffenden Ordinatenwert y ‘der Kurve dik-

Winklor: Uber Funkti  mit Bilda

|

und oinor Photozelle mit Sokundiireloktronenvorvielfacher

flir dio Verwondung in olek mit groflor A

r,mI

Eingong: x

Ausgang:
ye1ix)

Tessar 1:3.5/50

-
Photozelle mit Multiplier HF 2740

Bild 6 Schomatischo D, dor Maskonabtastung beim oloktronischon F\
1. Kathod mit h i d 5. L Xe.
Kadhodonautba g un Magn. x-Ablenkungsystem

6. Magn, y-Ablenkungsystem

2. Runder Planleuchtschirmn fiir BildgréBe 80 X 60 mm 1. Elektronenstrahl

3. Lmhtundurchlussxgo Masko wmit dor Funktion y=£(x) als g, Photokathode
9. Sekundirverstirker (12-stufig)

Berandus
4. Magn. rnkuuimugmm

alf
I il
A i ,\
eingong: Ausgang:
wh(x) . =¢h[h(1),
yoh o exnfilt 2 y[,/‘i
BT Sobematih Dertelioss. doe sikconiches Fok e

1P hmo der Maske, 2 Mask
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lolfachor P

W dor hschule file

Thuenau + 1 (1954/565) Heoft 2 + Horausgobers Der Rektor

mit S
98 filr dio V g in ol i Anul mit grul!ur i

! Winklor: Ubor Funkti it Bil und olner Pl

1. Fakultiit filr Mathematik, i hufton und tochnische G: / Publ, Nv, 9
Tnstitut fiie Botrichswissenschafton und Normung, Diroktor Prof, Dr, habil. Max Beck
Als Manuskript godruckt! DK 658.27:657.47: 657,20
Tingung: 1.2,1955

Punktionszwisehontranslormation ist fiir hoide Vers
fahren die gloiche. Boim Prinzip 1 miisson dio durch dio
Holligkeitssteuerung bodingten Fohlor und dio Sohwitr-
zungskurve des Photoplattenmaterials elektrisch kom.
pensiort werden; dor elektrisehe Teil hat einen rolativ

tiort wird, Sio wird zur woeiteren Boarheitung den
weluwudon Baugruppon dor Annlugmrculu'unmnulu-
w non wugofiihet, Zur Erroichung ciner mbglichst hohon
Gonauigkeit hoi dor cloktronischen Funktionstrans-
formation muB dor Leuchtfleck sehr klein und von

]

konstantor Holligkeit sein, AuBlordem muBl or mit dor
Kurvenmasko optisch in oine Ebono gebracht werden,
Die Ablonkcharakteristik der Bildabtastrdhro liiBt
sich dadurch beriicksichtigon, daB man die Masken-
kurve vorhor durch den Leuchtfleck aclhst sehreihon
LiBt, wobei dio die Funktion y = f; (x) definiorenden
Spannungen an (lns magnetische y Ahlm\kspulrn—
system und iiBig veriinderliche

groBoron Umfang, Beim Prinzip 2 ist ein gewissos
Pendeln des Leuehtfleckes um dio Maskonrandkurvo
unvermeidlich, dor  Vorstiivkernufhau ist  kompli-
ziorter in dev Kompensation, Ein Einbrennen des
Elektrodenstrahlos ist hiorhei wesentlich eher moglich
als bei Prinzip 1, da dort der Steahi nuch jeder ge-
schrichenen Zeile auf dic niichsto gekippt wird, Dio
grofere Ablastgennuigkeit wird mit Prinzip 1 cr-

fiir die lllllll)];:lllglgo Variablo x an das #eite mu[,m-
tische x-Ablenkspulensystem gelegt werden (Bild 7)

reicht, dafiir ist der Aussteuerbercich fir die alb-
I\uuglgu Variable y heim 1’rmup 2 gedBer, Wine gute
ung der Net gon st hei heiden

Als Hilfsmittel henutst man hicefi den I 1
clektrischen 1. Arheitsteil des nach dem Kontrast-

fahren arbeit atortyps (Bild 2).
Bei starken Kurvensteigungen treten Fehler durch
Nachlauf der Slulmumgsiind\-nmsm hinter den Ordi-
nnl('mmdl‘x‘\mgul auf, die durch cine optimale Ver
kleinerung des y-MaBstabes auf ¢in Minimum herab-
gedriickt werden kdnnen, Bei Kipp-Perioden, die sehe
groB gegeniiber den Nachlaufzeiten sind, ist dicser
Tehler praktisch ohne Einflufl auf das Endergebnis.
Da dic Arbeit des clektronischen Verstiirkerrechners
von zeitlichen Anderungen der Leuchtfleckhelligkeit,
des Hohenmafes der Kurve und der Ruhestellung
beeindruckt wird, entstehen Fehler, die schwicrig und
nur teilweise kompensicrbar sind.

Funkti

’Inmsfarumunculylum unerliiBlicl, beim Prinzip 1
hinsichtlich genauer Leuehtfleckhelligkeiten und kon-
stanter Photozellenanodenspannungen, heim Pri
im wesentlichen hinsichtlich des y-Ablenkspam
verstiirkers,  Die  x-Ablenkungsspannungsverstirker
miissen hei heiden Typen in gleichem Mafle spannungs-
konstant scin, Wesentlich ist fiir das Arbeitsprinzip 1,
da TlrkLmnen]lholup]ullvmnull'nu] mit ciner stindig
leichbl d hwii akteristik verfiighar

Sch B
ist,

Erst dic cndgiiltige Brprobung beider Typen von
Tunktionstransformatoren kann erweisen, welchem
Prinzip der Vorrang zu geben ist. Hieriiher wird an
gleicher Stelle nach AbschluB der Arbeiten berichtet
werden,

5. Zusammenfussung
Funkti formatoren mit Kathodenstrahl-Bild-

4. G igkei gleich der l)el(len Bildal
7 haltung der ol Funkti
f mit elektronischen Funkti
empfiingern

Der clektronische Funktionsempfiinger [1] hat den
Zweck, ecine clektrisch cingegehene Funktion 1 (1)
it-Bild sichthar zu machen. Seine

ahtastréhre und Photozelle mit Sckundiirelektronen-
vervielfacher erméglichen, mathematisehe Funktionen
von der Form y = f, [fy(x)] in poriullim‘hv clektrische
Spannungs-Zeit-Funktionen 11=c f, [f, (1)] zu trans-
formicren. Hicrbei werden Diapositive mit kur-
Sprosscnschwiiraung  (,,Kontrastverfah-

Arbeitsweise und sein t
dem  Kathodenstrahloszillographen  mit  Photoein-
richtung., Als ]"mp(nnbsrﬁhw wird zuniichst der Typ
LK 23/1b mit ciner Bildfliche von 13X 18 ¢cm und
ciner Ablenkempfindlichkeit von 0,5 A fiir 18 cm Aus-
lenkung bei 10 kV Anodenspannung verwendet. Dic
Energieversorgung  cinschl. der Hochspannungser-
seugung (10 kV) crfolgt gomeinsam fiir simtliche
Baugruppen der Analogicanlage, d. h. fiir dic Funk-
f

als Spannungs-Zeit
huischer Aufbau entsprechen

tionstr; rmatoren, F und die
clekironischen Universalrechner,
Funkti formator und Funktionsempfinger wer-

den fir G 1 iichst ohne
Lwnschcnsclmll.uug von Rcclwnngguguwn unmittel-
bar miteinander elektrisch vcrlmndcn, 80 dafl dic ur-
sprimnglich graphisch ei tastete Funk-
tion wieder als photugraplnsclms Blld im Ausgang
zuriickgewonnen wird.

Dic bisherigen Arbeiten (Vorversuche und theore-
tische Entwicklung) lasson hiorbei vine Genauigkeit
von ca. 3—50/y, bei beiden Typen erwarten. Im ein-
zelnen ergibt die hinsichtlich der erziclbaren Genauig-
eiten angostollio Gagoniiborstellung dor heiden Ab-

er btastung” und der
elektromschen ,,Nnchsteucmng emer Mnekcnrund~
kurve®, folgendes Bild: Diec h-clektrisch

ren') oder Kurvenmasken (o, Maskenverfahren®) olek-

trisch hergestellt und abgetastet, Dus Grundprinzip
dhnelt der Diaabtastung beim Bildfunk, Filmfern-
schen und Tonfilm. Durch Verwendung dicser Funk-
tionstransformatoren hei Analogiemaschinen ist deren
vollelektronische Ar]mitswuisc mit aincr hohen Arbeits-
geschwindigkeit . von ca. 2.10~* Sckunden pro

Einzellssung moglich. Dic ('ur die mojston prak-’

tischen Fille ausreichende  Genauigkeit von ca.
ichkeit, |

S
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Entwicklung von Eignungs- und Wertziffern

Von Prof. Dr. habil, Max Bock

weiteres festzustellen ist, welcher Zustand cines joden
i Llementes zu cinem Optimum des End-

fithrt,

Eingehaute Kontrollen sind Mittel, die das Gedeihen

Einleitung
Mit der Entwicklung d Produktionsproscsse ©
erfolgt dic wi haftliche Durchdringung der fiir  ¢*8
den Betriehsablauf wichtigen Bedi: Die Kli-

rung der Beschaffenheit der Erscugnisse weist auf die
Kostengestaltung hin, Erst ihre Kenntnis ermbglicht
cine Leistungssteigerung.

Die Erf botrieblicl hiinge bildet die
Voraussetzung ecines wirtschaftlichen Einsatzes und
ciner Berechnung aller zu Vergleichen zu benutzenden
Werte,

Im Rahmen der Arheit sind Ei

und Wertziffern entwickelt worden, welche es ge-
statten, cine Rechnung durchzufiihren, durch die dic
Kosten und ihre Abhiingigkeiten hestimmt und nach-
gepriift werden kénnen.

Zusam

1. Zweck der Untersuchung

Der Betrich ist eine Variante des Zustandsverlaufs,
Die Veriinderlichkeit 19st sich i in ciner Konstanz der
GesctzmiiBigkeit der Z i Die cigentliche
Bedeutung dieser Konstanten zeigt sich in der Ver-
melrung betricblicher Erfolgsgostaltung durch:

1. Produktionsverbesserung,

2. Produktionssteigerung,

3. Verminderung der Kosten.

Die aus der Anwendung cines der drei Mittel hervor-
gehenden Erfolgsresultate wirken sich cindeutig unter
der Vornusscl.nmg aus, daB kunc Vuschlcmnmg
durch irgendwelehe andere Ersch die in ent-
gegengesetzter Richtung auftreten kénnen, voran-
gegangen ist.

Kosten sind ein Komplex von Faktoren; jede einzelne
Maschine und jeder Arbeiter triigt dazu bei, sic zu er-
hohen oder zu senken, den Erfolg letzten Endes zn
verschlechtern oder zu verbessern.

f il

3 ... 50, Wnllnmg der Anscl
Bedionung und d hlicBli
Hnndel erhiiltlichen ﬂll:kll‘o‘ hniscl
sind weitere charakteristische Merkmale dieser Funk-
lmn!Lrnnsfoxmntorcmypcn. Sie stellen cin unentbehr-
liches Hilfsmi icllen T und Ent-
:;mklungsnrhﬂten \‘]l‘I‘ l’hyuk Technik und Wirtschaft
ar

1
Binsatz von im
B
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Je g und verwickelter cin Betrieb wird,
um so schwicriger wird cine empirische Betrichs-
fithrung, Alle LebensiiuBerungen des Betriehes miissen
klar und offensichtlich sein. Es ist crforderlich, daf die
getroffencn organisatorischen Mafinahmen auf ihre
Wirkung hin priifbar sind, um cinerseits ihre Richtig-
keit festzustellen, andererscits rechtzeitig die not-
wendigen Vorkehrungen treffen zu kénnen.
Eine Ermittlung des Erfolges post festum reicht nicht
aus, da weder die Vergangenheit geiéindert werden
kann, noch die Schliisse, dic aus den Fehlern der ver-
gangenen Periode zu zichen wiiren, ohne weiteres auf
die kiinftigen Zeiten mit verinderten Verhéltnissen
angc,wenrlet werden kénnen. Die Elemente des Pro-
ozesses sind eng mitei verkniipft und
vielfach m)tcmandcr vuschhmgcn, 80 daB nicht ohne

und Verfallen des Botriches rascher erkennen lagsen;
sic genligen jedoch nicht, hestmigliche Leistungen
zu erziclen, Bine der wichtigsten Betrichsaufgaben ist
die Uberwachung der Gesamtkosten mit dom Lndzlel
dic Kosten einer bestimmten Betrichslei ung li
genau und richtig zu ermitteln, Um das Ziel ciner hohen
Rentabilitiit durch Betrichsverbesscrungen zu  cr-
reichen, die durch die Kostenermittlung angeregt wird,
muB letztere so durchgefithrt werden, da$ kein Zerr-
Dbild entsteht, welches in den meisten Fiillen zu ciner
unrichtigen Beurtcilung der Sachlage und zur An-
ordnung falscher MaBnahmen fiihrt. Erforderlich zu
ciner solchen Berechnung sind:

dic Kenntnis der Wertziffern der einzelnen

Stoffe,

dic Kenntnis der Verbrauchsmengen und

die Zusammenfassung der Kosten.

2. Erklirung des Begriffes der Wert- und Eignungs-

ziffern —Die Bildung der Wertziffern
Bei allen auf dem Markt erhiiltlichen oder verkiiuf-
lichen Stoffen ist die Wertziffer ohne weiteres hekannt;
sic ist gleich dem Marktpreis. Der Preis, der fir Holz,
Kohle usw. fiir dic Betriebskraft cinzusetzen ist, ist
also gleich dem Marktpreis am Tage der Fertigstellung.
Dic rechnerische Ermittlung fiir Dampf erfolgt dann
in der Dampfhilanz:

Ersougung Vorbrauch

Krafterzeugung . . . keal
Workstatt A .. . keal
Werkstatt B .. keal

keal des Kondensats .. keal
keal Kesselkohlen - .. keal
keal evtl. verwen-
deter Neben-
produkte
(Gasete) ... keul
keal evtl, verwon-
deter Abfall-

produkte
Kmsnlwnkungugrnd
vor+% =Sa....keal=..keal | Werkstatt X ...keal
Sa... keal Sa.. . keal

Als bekannt vorausgesetzt werden folgende Werte:

a) der untero Heizwert der verwendeten ‘Kohle,

b) der untere Heizwert der eventuell. verwendeten Neben-
produkte Gas usw. und der Abfallstoffc,
der Wiirmebedarf der Dampfmaschine, Turbine usw.,

d; der Wirmebedarf der cmze]ncn Wcrkstntten A bis X (or-
mittelt durch
hinter den Verbnnunhsstollm),

o) dor Wirmobedarf dc, Dampfproben,

£) der Wi bzw. des Kond




|
|
|

|
|
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Der Kohlonverbrauch im Botrioh ist naoh dom Dia-
gramm 1 festzustellon:

Llexible Planun
3500 ]
Ka!vleqmbrmn intpro
Vierle|
Vierteljahr|
Vierte(jahr|
Vierteljahr
3000 {——-~| Unfersuchf
seern
250 -
5 /
§ '
H "/
< /|
2000 L
//
/ r*‘
B
//
1500 i ~
/
/ Ny
Y
4
Sy
5n~536|z
|
a 015 20 25 30 45
Millionen Maschinenstunden pro Vierfeljahr
Bild 11)

Wic aus obenstchendem Diagramm crsichtlich ist,
weisen dic Sommer- und Wintervierteljahre betriicht-
lich schwankenden Kohl 1 h auf. Im dritten
Vierteljahr zeigt sich der geringste Kohlenverbrauch
und im crsten der héchste.
Dic auf- und abgehende Bewegung der Kuryen der
einzelnen untersuchten Jahre 1 bis 7 verlduft, mehr
oder weniger, parallel fiir die vier Viertcljahre. Aus
diesen Kurven ldBt sich u. a. ableiten, daB sich die
Planung fiir den Kohlenverbrauch wie folgt aufstellen
Bt Sommer.Vierteljahre: 2501 -+ 0,800 kg/
Maschinenstunde (Hilfslinic I,
Winter-Vierteljahre: 1300 t + 0,800 kg/
Maschinenstunde (Hilfslinie II).
Die Mengen sind nach Tagespreisen zu bewerten. Die
Entfernung von den Gewinnungsstellen der Brennstoffe
ist fiir ihren Wiirmepreis (= Preis fiir 10000 keal eines
Brennstoffes bezogen auf die Verbrauchsstelle), also

B t: is/k;
wq ven grofiter Bedeutung.

Heizwert

i 1
Der Dampforeis ist — Prefns von 1000 kgfpohle unddie

Dio Boziol hon Dampfpreis 1, Kessell
kosten K, Kesselwirkungsgrad 7 und Erzeug
wiirme [ip — iw] zeigt nachstehendes Dingramm?d)

B!

= Dunplri b M1 Bty
0 3

IIITTCTCT LTI
7 ‘

Kosstihauskosten in DMID' WE =
Bild 2

Aus der Temperatur und dem Druck von Speise-
wasser und Dampf ist dic Erzcugungswiime zu be-
stimmen. Der Kesselwirkungsgrad wird aus dem Ver-
hiiltnis der in Dampf erzeugten Wiirmemenge und der
der Kohle crrechnet. Von den Kesselhauskoston aus-
gehend, sind dann dic Dampfkosten aus dem Dia-
gramm leicht ableshar.

Fir Stoffe, dic im cigenen Betrieh als Nebenerzougnisse
hergestellt werden und nicht als Abfallprodukte an-
fallen, 1iBt sich die Wertaziffer chenfalls bilden, so z, B,
i fer entsteht
aus den Sclbstkosten, die zur Herstellung dieser Stoffe
erforderlich sind; fir Gas kommen z. B. dic Kosten
fir Kohle, Koks, Dampf, Strom, Lohne, Instand-
haltung und Abschreibung der Gasanlage in Frage,
Schwicrigkeiten in der Wertzifferbildung cntstehen
erst bei den Abfallprodukten des Betricbes, im
allgemeinen nicht veriiufiert werden kénnen, fir die
also auch kein Marktpreis existiert. In erster Linic ist
das der Fall bei Koksgas u. i., Abfallholz und dem
Dampf aus Abhitzekesseln,

Eine Verrechnung der genannten Stoffe nach Kila-
kalorien, die willkiirlich mit dem Wirmepreis der
Rohkohle bewertet werden, ist ungerechtfertigt.

In der Regel werden dicse Stoffe nicht abgesetat,

aber sic ersetzen andere Stoffe, die im Betrieh nicht
vorhanden sind. Das- Ma der Eignung, andere Stoffe
zu crsetzen, ist fiir dic Bewertung bestimmend. Die
Wertziffer ist gleichbedeutend mit dem Marktpreis
als Verrechnungspreis.
Dic Eignungsziffer ergibt sich aus der Relation des
mébglichen Kaufpreises fiir cinen bestimmten' Stoff
(Einstandspreis) mit bestimmtem Verwendungszweck
zu einem anderen, ohne dabei gegenitber dem ersten
Stoff weder Vorteil noch Nachiteil zu erleiden. Sie ist
cine Verhiltniszahl, dic sich mit jedem Zweck iindern
kann,

Fiir Brennstoffe, deren Wert- und Eignungsziffern
hstel

o Verd
Verdampfungsziffer ist
Kohlenheizwert X Kesselwirkungsgrad
= Erzeugungswiirme :

d untersucht werden sollen, wird als Ver-
gleichszahl die Kohle henutat. Als Einheit dient dabei
eine Kilokalorie (1 keal). Die Wertziffer von Gas
2.B., des im Betrich als Nebenprodukt erzeugt wird,

1) Aus Beck, Max: Flexible Planungskontrolle. Géttingen 1951
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crgibt sich aus don Selbstkosten, Die Ei iffor
wilrde hesagen, welcher Kohlenwiirmepreis z B, fiir
dic Guscinhoit cines Ofens aufgebracht werden muB,
wonn dieser denselben Erfolg wie bei Kohlenfouerung
erzielen soll,
Unter Erfolg ist nicht der Wiirmeeffokt, sondern der
wirtachaftliche Erfolg zu verstehen, AuBer dem Ver-
hilltnis der thermischen Wirkungsgrado, das den
Wiirmeoffekt kennzeichnen wiirde, sind dio Kosten in
Betracht zu ziehen. In welcher Weise sic zu hertick-
sichtigen sind, wird bei der Errechnung der Eignungs-
ziffern zu untersuchen scin.
Die Eignungsziffer stellt unmittelbar den wirtschaft-
lichen Bffcke fiir irgendeinen Stoff bei ciner he-
stimmten Verwendung dar. Ein im Betrieh crzeugtes
Gus 7 B. zcigt, dof Eignungs- und Wertziffern ver-
schicdene Begriffe sind und da fiir cin und dassclbe
Gus, das also auch nur cine Wertziffer hat, die Eig-
iffern untercinand hicden scin kénnen,
Lrreicht - infolge der Selbstkosten — die Wertziffer
fiir cine Gas-Kilokaloric das 1,8fache der Kohlen-
Kilokalorie, so kann #. B. die Eignungsziffer fiir cinen
hestimmten Ofen bei Verwendung dicses Gases gleich
2 werden, Andererseits wiirde cin mit demsclben Gas
geheizter Kessel vielleicht die Eignungsziffer 1,2 er-
geben. Mithin cignete sich das Gas fiir den Betrich,

Eignungsziffor von ) in Botracht, voraus-
gosotzt, daB sio den Gasiiherschuf voll ausniitzen
konnen, Es wiiro also laufend, otwa jiihrlich, dio Eig-
nunggziffor der hestchenden Dampfanlage zu herech-
nen. Diose Eignungsziffor wiirde, als Kurve in Ab-
hiingigkeit von der Zeit dargestellt, mit zunchmender
Veraltung der Anlago infolge Verschlechterung der
Wirkungsgrade und Erhthung dor Instandhaltungs-
kosten in den moisten Fiillen einen abfallenden Linien-
zug hilden,

Weiterhin wiire laufend die Eignungsziffer der neu zu
1 Anlage zu b Dicse wiirde in der
Regel auf Grund der wachsenden Entwertung dor
ulten Anlage cine aufsteigende Kurve ergeben, Ins-
I dere ktnnten Neuer hoden und Erfin-
dungen diese Eignungsziffern sprungweise in dic Hohe
sctzen. Der Schuittpunkt der beiden Kurven gibt den
Zeitpunkt an, von dem ab dic alte Anlage unrentabler
arbeitet als cine neue. Die Wertziffer ist nach dem
chen aufgestellten Grundsatz stots aus der obenliegen-
den Eignungskurve zu bilden, d. h., das Gas wird
nach dem jewcils errcichbaren Huchstwert bewertet,
bei dem es unter allen Umstiinden verwertet werden
kann,

Nur bei Einfihrung dicser Wertziffern bictet die
Kost, hnung die Mbglichkeit, den Zeitpunkt fir

1 Maschi

denn es ersetzt durch eine Gas-keal 2 Kohlen-k
withrend der Preis nur der 1,5fache ist. Der Kessel
dagegen crsctst durch cine Gas-keal nur 1,2 Kohlen-
keal, trotzdem miiBte er mit 1,5fachem Preis belastet
werden. Er arbeitet also unwirtschaftlicher als bei
Kohlenbetrich.

Die Eignungsziffer kann fiir Anlagen dersclben Bauart
und Bedienungsweise verschieden gestaltet sein. Wer-
den 7 B. infolge Errichtung von Ncuanlagen nocli
betrichsfihige ltere Anlagen stillgelegt und damit
wertlos, so wiire dic Neuanlage mit den etwa noch
fehlenden Abschreibungen der ilteren Anlage zu be-
lasten, um ecine exakte Berechnung durchfiihren zu
kénnen. Thre Eignungsziffer wird dadurch gedriickt.

Dic Berechnung der Eignungsziffer LBt sich fiir jede
bestehende Anlage durchfithren, deren Anlagekosten
und Betriehsziffern bekannt sind, wenn gleichzeitig

Auflerb g v usw, nicht
nach dem Gefiihl, sondern mit mathematischer Sicher-
heit zu hestimmen.

Eine Errechnung des Preises des im Betrieb erzeugten
Koksgascs ctwa aus den Selbstkosten der Kokerei ist
unmédglich, denn es wiire denkbar, da8 sich die Kokerei
ohne Verwendung des Koksgascs allein aus dem gewon-
nenen Teer und Koks rentierte. Der Gaspreis wiirde
dann gleich Null oder sogar negativ sein.

Fiir eine abgesondert licgende Kokerei wiirde sich der
Gaspreis aus den zwei Moglichkeiten ergeben, ent-
weder cine Ferngasleitung zu bauen oder die Kessel
selbst mit dem Gas zu heheizen. Die hohere von beiden
Ei iffern wiire wicder mafBg d fiir die Wert-
zifferbildung unter der Voraussetzung, daB wirklich
alles Gas mittels ciner Ferngasleitung abgesetzt werden

dic Ergebnisse ciner Anlage fiir den
Betrieh mit dem Vergleichsstoff feststchen. So sind
2z B. auch fiir das im Betrieb erzeugte Koksgas u. .
sowic Abhitzedampf die Bignungsziffern als gegeben
zu hetrachten.

Tiir di¢ Wertziffernbildung dient folgender Grundsatz:
Dic Wertziffer folgt der Eignungsziffer desjenigen
Verwendungszweckes, fiir den das z. B. im Betrieh
erzeugte Gas unter allen Umstiinden volle Ausnutzung
finden kaun, z B. bei Dampfkesscln. Zugrunde zu
legen ist die Eignungsziffer des jeweiligen Betriebs-
zustandes,

Von dem Augenblick an, wo fiir neu zu bauende Gas-

konnte. Zwangsliufig wirde dic Rechnung ergeben,
daB cine Kokerei mit guten Absatzbedingungen fiir ihr
Gas rentabler arbeiten muB; als cine andere, die keine
Absatzméglichkeiten hat. Dieses giinstige Arbeiten
muB aber auch in der Kostenerrechnung der Kokerei
zum Ausdruck kommen, und es wiirde nur zum Aus-
druck kommen bei Einfithrung der Wertziffer.

3. Wertzifferbild

Die Verrechnung der Abhitze

der Abhitze bei -

g

Es leuchtet ohne weiteres ein, daBl der Abhitzedampf,
solange kohlengefeucrte Kessel in Betrieh stehen, mit
dem Dampfwert dieser Kessel anzusetzen ist, denn jede
Tonne Dampf, die im Abhitzekessel erzeugt wird, kann

oder Dampf: len oder vielleicht noch unbek
andere Zwecke, z. B. Stickstoffgewinnung, die Eig-
nungeziffer hther liegen wiirde als die fiir die beste-

im kohleng ten Kessel weniger crzeugt werden.
Ist eine N lage eines Abhitzekessels beabsichti
bei dessen Inbetrichnahme ein bereits vorhandener
Kohl

hende Kesselfeuerung, ist deren Ei iffer zu be~
nutzen.
icbsk Sind gegel falls keine gasgefe Kessel vor-

?) Ei aus Beck, Max: Kosten dor B
Wiesbaden 1954. Statt WE ist keal zu lesen.
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handen, sondern nur Gasmaschinen, so kommt deren

k 1 iiberfliissig, also wertlos wiirde, so wird
die. Abhitzeanlage hierdurch finanziell belastet, sie
arbeitet ungiinstiger. Der Wert, der dem Lieferanten
der Abhitze gutzuschreiben wiire, wiirde gleich sein
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dem Produkt aus Dampfprois und Erzougung, vers
mindert um die Kosten dor Abhitzeanlagoe fiir Ab-
achroibung, Bodionung, Instundhaltung usw., wobei
hozitglich Abschreibung auch die Kosten fir don in-
folge Aufstallung des Abhitzekessels stillgeloglon
kohlengefeuerton Kessel hri witren,

Es wurdo cingangs erwithnt, daf die Wortaiffor (ir
dio Nebenprodukte sich finden lnssen miiite, indem
mittels der Nebenprodukte Dampf oder Elektrizitiit
erzougt wird, dic iberall verwendbar sind. Da der
Preis fir die Herstellung mittels Kohle hekannt ist,
licBe sich riickwiirtsgehend auch der Preis fiir das
Nebenprodukt Gus, das der Betrich crzcugt, hestim-
men. Der Wert der Gase und der fiir Kessel verwend-

1 lichl

N P
6) L= T
Fite Wy=>0 wird B— o0
w - "
Pitr Gy == Gy wird 1 o do e dio Eignungsziffor
Wa

verhiilt sich boi gleichen Gemeinkosten wie die thermi.
schen Wirkungsgrade, T'ritt infolge der Verwendung
des x-Stoffes cine Produktionssteigorung cin, 8o wird
dus Glied G, automatisch Kleiner, die Eignungsuiffer
stoigt somit, Die Gleichung gibt auch in dicsem Falle
unmittelbar den Binfluf ciner Produktionsstoigerung
wieder
Erforderlich ist jetzt die Ermittlung der

baren Abhitze geht aus der Ver i
der Gase usw. hei der Herstellung von Stoffeu hervor,
dic stets Abnehmer finden,

4. Berechnung der Eignungsziffern
Es soll jetzt, unter Anwendung der aufgestellten
Grundsiitze, das Rechenschema zur Bildung der Eig-
nungs- und damit auch der Wertziffern entwickelt
werden,

Aufstellung der Rechenformel zur Ermitth
der Eignungsziffern

Zur Vercinfachung der Rechnung werden folgende

Bezeichnungen cingefiihrt:

Worte. Py ist uus den Kosten der Kohle ohue

als bekannt anzuschen.

Be B Kusten/kg Kohlen

. Heigwert

Wy und W, sind durch Versuche zu crmitteln, Die

Gomeinkosten G setzen sich aus den 3 Werten Ly J

und A zusammen,

Es ist " . ;
Lohne wiihrend cines Monats

* ™ Erscugung wilhroud cines Monats,

Wegen der unvermeidlichen  Stillstiinde, z B. an

Feicrtagen, wiire ¢s falsch, ctwa nur den Tagesdurche

K = Gesamtk sur Herstellung der Bracug
einheit,
= Preis in der Einheitswiihrung fir 1 keal im
Brennstoff,

W = Verbrauch an keal, bezogen auf dic Erzeugungs-
cinheit (z. B. fiir 1 kg Dampf),

. = Lohnkosten in der Einheitswithrung, bezogen aul
die Frzcugungseinheit,

J = Instandhaltungskosten in der Einheitswihrung,
bezogen auf dic Erzeugungscinheit,

A = Abschreibungskosten in der Einheitswiilrung,
bezogen auf dic Erzeugungseinheit,

Dic Werte, welche sich auf Kohle bezichen, crhalten

den Index k. Der Index fiir den Stoff, dessen Bignungs-

ziffer ermittelt werden soll, sei x.

Dic Gesamtkosten zur Herstellung der Erzeugungs-

cinheit bei Verwendung von Kohle betragen dann

1) Ky =Py Wi+ Lk + Ji 4 A,
bei Verwendung des Brennstoffes x
2) Ke="Px: Wet Le+ Jo + A

Es wird gosctat L+ J + A = G (= Gemeinkosten).

Die Ei iffer wird dann dargestellt durch das
Preisverhiiltnis
P,
3 £ =",
) E=%

Nach der Definition sollen bei Einsetzung des Preiscs
P, die Kosten fiir die Erzcugungscinheit gleich scin.
Es muB also sein

Ky = K, oder
4) P Wy + Gy =P, W+ Gy
Hicraus folgt durch Umformung
B Py W,
5) po= e Wt GG

Wi

schnitt zu | Stillstiinde, z. B. infolge Reini-
gung von Gaskanilen, und dic damit verhundenen
Verluste wiiren also mit cinzuschlieBen.
Ebenso ist

_ monatl. Instandsctzungskosten

Lrzeugung.

Fiir die Instandhaltungskosten ist es zweekmiiBig,
den Durchschnitt cines Zeitraumes (z. B. den Jahres-
durchschnitt umgerechnet auf cinen Monat) zu nchmen,
innerhalb dessen diec Nachreehnung der Eignungsuifer
erfolgl.
Schwicrigkeiten bietet dic richtige Ermittlung des
Wertes A, der cinen wichtigen Faktor der Kos
bildet. Es bedarl hicrzu ciner Klirung des Begr
Abschreibung,
Dic Festlegung des Wertes der Anlagegiiter crfolgt
nach dem Erfordernis der Sicherung ihrer Reproduk-
tion der Kapazitit. Es werden nicht Werte, son
die Arbeitsmittel reproduziert, Tm gleichen Zeitpunkt,
in dem dic Maschine durch cine neue ersetst werden
muB, sollen die Abschreibungen den hiersu erforder-
lichen Betrag erreicht haben.

Dic Bignungsziffer ist nicht von dem Gesamtbetrag

der Abschreibungen, sondern von den jéhrlichen Ab-
schreibungsq bhiingig. Soll dic Eig ifler
eino cindeutige Zahl sein, so ist auch cine cindeutige
Festlegung der jiihrlichen Abschreibungsgréfien nicht
zu umgehen. .

Dic Grundsiitze, nach denen die Festlegung der Ab-
schreibungen #u erfolgen hat, sollen daher im folgen-
den untersucht werden.

Zum besscren Verstiindnis wird die graphische Dar-
stellung benutzt (Bild 3). Als Abszisse werden die
Jahre aufgetragen, als Ordinate die gesamten Kosten
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filr die Erzougung hlicBlich der Abschreibung.
Entsprechend der Abnutzung der Anlagen werden
dieso Kosten cine steigende Kurvo darstellen, Fiir
cinen hestimmten Fall sei e8 die Kurve a. Auf diese

Geldwert

le— Ges. Erlés
|=— Berr. Kosten

10
Zelt in Jahren

Bild 3
Kurve werden dic Abschreibungswerte aufgetragen.
Sic werden durch die Kurve b dargestellt. Es wird zu-
niichst daB dic Abschreibung nicht

nach festen Grundsiitzen, also auch nicht zum kon-
stanten Betrag, sondern nach der jeweiligen Betrichs-
lage erfolgt. Die schraffierte Fliche zwischen den
beiden Kurven a und b stellt den gesamten Ab-
schreibungswert dar. Dic Abschreibung ist in dem
Zeitpunkt beendigt, wo dicse Fliche gleich dem An-
schaffungswert ist.

Weiterhin wird von der Abszissc an der Wert der Er-
seugung aufgetragen. Er wird gleich Null
dem Punkte 0, in dem die Anlage infolge ihrer Ab-
natzung produktionsunfihig wird. Die Ordinaten-

stiicke zwischen den Kurven ¢ und b stellen den je-

weiligen Erfolg dar. Der Schnitt der beiden Kurven
a und ¢ ergibt den Punkt C, von dem ab dic Anlage
mit Verlust arbeitet. Die einzige von den Kurven, dic
willkiirlich geiindert werden kann, ist dic Kurve b.
Dic Kurve ¢ wird in den meisten Fillen innerhalb des
Bereiches, der praktisch in Frage kommt, annihernd
horizontal verlaufen, da z B. bei Kesseln die Dampf-
crzeugung im Laufe der Jahre nicht wesentlich nach-
lassen wird.

Dadurch wird auch die Kurve b, dic zu ¢ dquidistant
verlaufen soll, ebenfalls cine horizontale Gerade. Es
besteht somit dic Mbglichkeit, bei alleiniger Kenntnis
der Kurve a und der Anlagekosten die Abschreibungs-
kurve cinzuzcichnen (Bild 4). Ist mit einer Senkung

[—Betr. Kosten

Zelt
Bild 4

der Produktion zu rechnen, so liBt sich auch fir
diesen Fall cine angeniiherte Losung dadurch er-

aufgetragen worden, sondorn die Betrichskosten pro
Erzeugungscinheit, Sinkt die Produktion, so steigt da-
durch die Kurve a um so stiirker, Wiedor wird das
MaB der Abschreibung dadurch gefy dafl cine
Horizontale b so gozogen wird, daf dio Fliiche zwischen
a und h den Anlagekosten entspricht (Bild 5).

-

é

g

o +”

Hr ;8

5 iz

8 Q

8 i .
Zeil

Bild 5

Aus der Errcchnung der Eignungsziffern mufl die
Wirtschaltlichkeit der Maschine hervorgehen. Soll fiir
cine hestimmte Kessclanlage die Eignungsziffer he-
stimmt werden, so geht dic Ermittlung des Wertes
folgendermafien vor sich:

Zuniichst wird die Kurve a soweit als mglich er-
mittelt, d. h. es sind dic augenblicklichen Lhne, die
Instandhaltungskosten und die der vorhergehenden
Jahre scit der Inbetrichsetzung festzustellen. Sind die
vorhergehenden Werte nicht vorhanden, so wird der
Punkt A dadurch gefunden, daff dic Instandhaltungs-
kosten bei Inbetriehsetzung einer ncuen Anlage etwa
aus den aug ichen Kosten abziiglich Reparatur-
kosten sowie aus der Erzeugung und deren Wirkungs-
grad crmittelt werden.

Die augenblicklichen Kosten pro E
crgeben Punkt X (Bild 6). Durch die erhaltenen Punkt:
wird die Kurve a gelegt. Sind nur die Punkte A und X
su ermitteln, so wire sic etwa nach unten gekritmmt
zu zichen. Fir hnliche Zwecke wird der Verlauf der
Kurve a ein #hnlicher sein. Liegen also andere a-
Kurven vor, so kénnten diese zur Vervollstindigung
der Kurve henutst werden.

blick

2
-

Uarel]

|

Kosten pro Erzeugung seinheit
S

|
|
|
|
|
|
|
1

|=—Betr. Koste:

Zell
Bild 6

Weiterhin wird -die Abschreibungsfliche aus den An-
lagekosten, dividiert durch die mittlere Erzeugung,
errechnet. Als mittlere Erzeugung ist das voraussicht-
liche Mittel zwischen Inbetrichsetzung und Aufer-
betriehsetzung zu wiihlen. Ein Fehler bei der Wahl
dieses Mittels wird in der Endrechnung in der zweiten
Ordnung erscheinen, macht sich also nur bei sehr
starker Abnahme der Erzeugung bemerkbar. Die
Kurve a mufl so weit extrapoliert werden, z. B. durch

fzeich im logarithmischen MaBstab, daB durch

reichen, daB nicht mehr die Gesamtbetriebsk

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2012/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0



\
Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2012/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0

104 Bock: Entwicklung von Eignungs und Wortuifforn

cine Horizontale h die Abschreibungsfliiche von dor
Kurve a abgetrennt wordon kann, Der Schnittpunkt
von a und b ergibt den Punkt B, Das ist der Zeitpunkt,
an dom die Anlage abgeschrichen ist, Das Fliichon-
stiick XBD stellt don Wort der Anlage zum Zeitpunkt
X dar, dio Strecke DX ist die augenblicklich anzu-
sotzende Abschreibungssumme, die fiir die Bildung dor
Bignungeziffer cinzusetzen ist.

Soll nun gepriift werden, ob zum Zeitpunkt X die An-
lage zu crnouern ist, so ist fiir die Neuanlago dio Kurve
a vorzukalkulieren, Gegeben wiiren fiir die Vorkalku-
lation der Punkt A, d. h. die Botrichskosten der neuen

Dureh B wiive nun die Abschroibungshorizontals )y
zu zichen, Liegt dioso iiber b, so witrde das bosagen,
daf der Erfolg pro Eracugungscinheit kleinor ist als hei
der alton Anlage, Die Zahl ist zu multiplizioren mit der
voraussichtlichon Erzeugung dor Neusnlage und sy
dividieron durch die Anlageinvestition der Nouanlnge,
Dicao Zahl, verglichen mit dorselbon Zall dor alien
Anlage, wird entscheidon, ob die Neuanlage im Punki
X gorechtfertigt ist,

Ist die Neuanlage der alten in allen Punkten, alsy
auch in den Anlugekosten gleieh, so wird die Linie 1)
stots iiher b (ullen, solange die alte Anlage nicht ganz
beoschricl dem Vorriick

Anlage pro E inheit und dic Abschreibungs
fliicho, dic gleich dem Neubeschaffungswert, vermehrt
um das noch nicht abgoschriehene Fliichenstiick DBX
der alten Anlage ist,

Die cinzige Schwicrigkeit besteht nun im Zeichnen der
Kurve a. Wenn siimtliche Unterlagen zu ciner Voraus-
bestimmung der Kurve a fehlen, so ist dic voraus-
sichtliche Leb d also das Al iick A’ B',
abzuschiitzen und aus der Abschreibungsfliche und
dicsor Abszissenliinge, unter Zuge g ciner
mdglichst wahrscheinlichen Kurve fiir a, die Ordinaten-
hohe von B zu crrcichen. Wird fiir a keine Parabel,
sondern eine Gerade cingezeichnet, so wiirde

ap o 2AD

ibun,

g ist; mit 1 des

Punktes X wird der Zwischenraum zwischen b und '
immer geringer, im Zeitpunkt B fallen beide Geraden
susammen; )’ hat damit den tiefstmbglichen Stand
crreicht.
Bei Weiterarbeiten der alten Anlage iber B hinaus
wiirde sich der Erfolg infolge des Ansteigens von a
stiindig mindern; die Anlage wiirde von diesem Zeit-
punkt an giinstiger arbeiten, cin Beweis, daB dic Art
der gewiihlten Abschreibung richig war,

Der in dic Formel der Eignungsziffer cinzusctzendo
Abschreibungswert ist durch dic vorliegende Ertrte-
rung cindeutig gekennzcichnet, Es ist die Strecke
zwischen a und b im Punkt X, d. h. im Jahr der Er-
rechnung der Ziffer,

a
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Spontane Rekristallisation
Von Dr.Ing, Eugon Hanko

L. Aligemeine Betrachtungen

Kaltverformies Gefitge befindet sich in einem meta-
stabilen Zwangszustand hoherer Energic, s ist be-
wtrobt, durch Ubergang in einen Zustund niedrigerer
Energic den EnergicitberschuB abzugeben. Dicser
Vorgang wird nehen der teilweisen oder vollkommenen
Anderung der cinzelnen physikalischen und techno-
logischen. Eigenschaften metallischer Werkstoffe von
ciner Umkiérnung des Gefiiges begleitet und daher
allgemcin als Rekristallisation bezeichnet. Bei den
meisten Metallen findet diese Gefiigeiinderung erst
nach Uberschreitung einer ‘hestimmten Temperatur
in wirtschaltlich tragharen Zeiten statt, Es ergibt
sich so dic Moglichkeit, durch eine entsprechend
gefiihrte Wik handlung bei Ilischen Werk-
stoffen nach Kaltverformung nicht nur die Grofe und
in vielen Tillen auch die Textur der neugebildeten
Kristallite in weiten Grenzen zu éindern, sondern man
ist durch dic ganz oder teilweise cintretende Wieder-
erlangung der durch dic Kaltbearbeitung verinderten

hanischen und physikalischen Eig en im-
stande, dieselben weitgehend zu beeinflussen. Hat
man die Bedeutung dicser Wiirmebehandlung ér-
kannt, so ist es leicht zu verstehen, daB den Re-
kristallisationserscheinungen sowohl vom praktischen
als auch vom wisscnschaftlichen Standpunkt aus

hlreich 1 1 id

B
wurden,
Als man schon sehr bald als Ergebnis dicser For-
schungsarbeit das Weiterwachsen der neu entstan-
denen Kristalle nach ihrer gegenseitigen Beriihrung
festgestellt hatte, entdeckte man schlieBlich, daB dic
GroBe des Rekristallisationskornes bei gleicher ‘Gliih-
temperatur vom Grad der vorausgegangenen Kalt-
verformung abhingt (Bild 1). Bei geringer Verfor-
mung trat starke Grobkornbildung cin, wiihrend bei
hoher Querschnittsvermindorung feines Gefiige fost-
gestellt wurde. An dicsem Ergebnis iinderte sich auch
bei hoheren Temperaturen nichts, was aus dem 1ib-
lichen ritumlicl Rekristallisati haubild zu er-
schen ist (Bild 2 und Bild 3).
Als Erkliirung hierfiir nimmt man an, wic dies z. B.
auch Stiger [1] tut, daB in beiden Fillen die Korn-
bildung iiber eine Keimbildung und ein Keim-
wachstum vor sich geht. Eine Hypothese besagt, daf
die Kcimbildung von den Zentren maximaler Ver-
formung ausgeht, daB sich also zucrst die encrgic-
reichsten Atomverhakungen auflésen. Hierdurch wer-
den auch umliegende Gitterteilehen entspannt, und
dic 'Keimwirkung kommt zustande. Die Zahl der
Keime ist dabei folglich um so grofer, je hoher der

V 1 ist, Die Ausdchnung lichkei
bis zur Berithrung mit dem Nachbarkristall ist
kleiner, und s miissen sich daher vicle kleine

:
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Kristalle bildon. Bei goringer Vorformung ist dio
Koimzahl goring, so daB das rekristallisierte Korn
grob sein muB.

Carpentor wnd Flam [2] fanden bei metallographi-
schen, Bungard und Opwald [3] bei metallographi-
schon und bntg phischen Un | dn
bei niodrigen Verformungsgradon nur oino stotige Ver-
sohicbung der Korngrenzen stattfindot, duf also be-
stehende Kbrner ohne Keimbildung weiterwachsen,
“ilhrond hei hoheren Verformungsgraden Rekristalli-
sation iiber Koimbildung erfolgt. Man glaubt so, zwei
Arten von Rekristallisation unterscheiden zu milesen.
Nach Masing[4] crscheint es sicher, da die Korn-
grenzenwanderung  nach schwachen Verformungen
inerseits und dic K g in stark ver-
formten Motallen in den spiiteren Stadien der Re-
Kristallisation andererseits verwandte oder gleiche
Erscheinungen sind. Folgende Erkliirang macht dics
leicht verstindlich: Das kaltverformte Material be-
findet sich in cinem Zwangszustand, der allerdings
im Metallgitter riinmlich verschieden ist. Es werden
Maxima und Minima freier Energic auftreten. Dieser
Zustand sci im Bild 4 schematisch dargestellt.

o
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Raunhoordinote
Bild ¢ Encrgic-Schema (o Musing)

Zywischen den Maxima der freien Energie a, b, e, d, e
befinden sich die riumlich groBeren Gebiete wahr-
heinlich nu: iscl er Dic Abszissen-
parallele mn stellt die idealisierte Nullinie des vollig
geglishten und sp froien Zustandos dar.
Durel dic Rekristallisationsglihung  werden — die
Spitzon dex freien Encrgic abgobaut; dor Zustand
strebt der Nullinic zu, ohne daB diese allerdings je
durch cinen Rekristallisationsvorgang crreicht wird.
Fiir eine verhiltnismiiBig weit fortgeschrittene Re-
Kristallisation kann etwa die Energic der Kurve pqrs
angenommen werden; dic Maxima q und r liegen an
den Korngrenzen, deren Verschichung nur - dadurch
zustande kommen kann, daB cin besti digeres Kristall-
gebilde auf Kosten cines weniger bestindigen wichst.
Der zwischen q und r liegende Kristallit wird daher
auf Koster des weniger bestindigen Nachbarn links
von q wachsen.

2. Gliihen mit hohor Erhitzungsgeschwindigkeit

2.1 Untersuchungen an Leichimetall-Legierungen
Wic aus Bild 3 hervorgeht, geben dic iiblichen Re-
Kristallisationsdiagramme. keine Auskunft iiber den
EinfluB der Glihdauer (Zeit) und der Brhitzungs-
goschwindigkeit. Da diese beiden Parameter bishor
sndlicl

dah auch houte noeh versehicdene Ansichten iiber don
Rekristallisationsablauf vorhanden sind, I8 ist wohl
dus Vordienst von Robrig [5] und Fuft [6], als orste
orkannt zu haben, daf der Untorsehied zwischen den
vou I Rassow wnd L. Veldo [T) aulgestellien Re-
keistallisationssehaubildern fiir Aluminium und dem
von V. Fufp spiiter crmittelten Schaubild auf v
hicdene Erhit indigkeiten zuritokaufd
von ist. Um den Binflub dicser Erhitzungsgeschwin-
digkeit aul die Rekristallisation zu ergriinden, haben
H, Borchers und seine Mitarbeiter verschiedene
fangreiche Untorsuchungen durchgefiihrt, Ge
auf dic Tatsache, daB trotz gleichen Gesamtverfor-
mungegrades dic cinzelnen Teilohen cines Kristall-
haufwerkes verschieden stark verformt sind und ihr
Betrag un freior potentiollor Energio daher chenfalls
Jerschicden gro ist, nehmen I1. Borchers und H. J.
Mikulla [8] an, daB bis zum Eintritt ciner Keim-
bildung dureh dic Wirmehohandlung verschiedenc
Betrige an kinctischer Energic zuzufithren sind. Sie
exkliren das Zusammenwirken von potentieller und
kinetischer Encrgie bei der Rekristallisation durch
folgende Formuliorung: Die Sumume aus potenticller
und kinetischer Energic cincs gestdrten Kristall-
teilchens muB cinen fir den Werkstoff bestimmten
Wert crreichen, um dic Neubildung cines Kristalles
sinleiten zu konnen. Das Encrgicschema des vorigen
Bildes mag daher dahingehond orginat werden
(Bild 5), daB dic Linic uv den Mindostaufwand an
erforderlicher Energic zur Einlcitung des Rekristalli-
sationsvorganges angibt. Aus dem Schaubild geht

I

Veriogerungsgrad

ARaumkoordinate

Bild 5 Energic-Schema

hervor, daB dicser Vorgang bei geringer kinctischer
Energic nur an den Stellen der Maxima potenticller
Energic cinsctzen kann, Bei der iiblichen Rekristalli-
sationsglihung ‘werden daher nur an diesen Stellen
neue Koime gebildet. Dic Umkornung kann bei ge-
ringem Verformungsgrad lediglich an relativ wenigen
Stellen cinsetzon und mu8 zur Bildung groberen
Kornes fiihren. Handelt cs sich hierbei, und das diirfte
wohl immer der Fall scin, um ein Material, das vorher
schon cinmal verformt und einem Rekristallisations-
yorgang unterworfen war, so wird cin grofer Teil der
aufgewandten kinetischen Energie dazu benutat, den
alten Kornwachstumsvorgang fortzusetzen. Der niclit
verbrauchte Resthetrag an Energie reicht dann aber
nicht mehr aus, cine Keimbildung zu bewirken, Diese
wiederholt experimentell festgestellie Tatsache fiihrte
bei vielen Autoren zu der Annahme eines Rekristalli-

Keine Beriicksichtigung fanden, ist es

sati ganges ohne Keimbild und zur Unter-
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wehoidung von awei Arten von Rekristallisation, und
wwar dor iiblich I hend ans Keimbild und
Kornwachstum bei hohem Verformungsgrad, und
cinem Vargang ohne Keimbildung — lediglich durch
rachiclning der Korngrenzon ablaufend — bei
ringer Verformung, In Wirklichkeit handelt e sich
aber, wie noch geacigt wird, hoi der letztgonannten
i i win die F des Kor chstums
cines fritheren Rekristallisationsvorganges.

ge-

Fithrt man nun in sehr kurzer Zeit und unter Anwen-
dung schr hoher Temperaturen cinen schr grofien
Betrag an kinotischer Energio zu (Linic xy in Bild 5),
so wird in dem Summenwert aus potentieller und
Kkinotischer Energic lotatera sohr stark iiberwiegen.
s wird sum auch in Gebicten geringer potenticller
Energic, ulso in den Minima der Abbildungen 4 und 5,
Keimbildung cintreten, Im Gegensatz zum iiblichen
ahren wird jetzt spontan cine groBe Anzahl
n cntstehen, was im primiren Rekristalli-
sationsvorgang su ciuem aus vielen kleinen Kristallon
bostohenden  Gefiige, also zu geringer KorngruBe,
fihren wird, Da nach hohen Verformungsgraden ein
feines primires Rekristallisationsgefiige ublich ist,
wird dem Clihvorgang mit crhthter Erhitzungsge-
schwindigkeit gerade im kritischen Gebict niedriger
Verformung cine groBere Bedeutung beizumessen sein.
Sollte dicse Uberlegung richtig scin, so muB es auf
diose Art gelingen, dic starke ADhingigheit dor Korn-
grofe vom Verformungsgrad gorade im Kritischen
Gobiet abzuschwiichen und iiber alle Verformungs-
grade cin in dor Komgrofo gleichmaBigeres Gefitge
zu erreichen
H. Borchers und Mitarheiter haben auf Grund dieser
Uborlogungen an verschicdenen Logierungen Re-
Kristallisationsuntersuchungen mit geringer und mit
hohor Erhitaungsgeschwindigkeit durchgefiihxt, Nach
Glithungen im Muffclofen crgab sich das bekannte
Rckrislullisn.liuussc]muhild (Bild 3), aus dem hervor-
geht, daf} das grébste Korn bei der hochsten Glith-
temperatur suftritt. Dies gilt natiirlich auch, ganz
i fisr das Korngrd i im kritischen
Cobiot, H. Borchers und W. Roth [9] fanden dagegen
an ciner heterogenisierten Al-Mg-Legicrung nach
Clithung im Salzbad, also ‘bei hoher Erhitzungsge-
schwindigkeit, daB das auftretende Maximum der
KorngroBe bei den Glithzeiten. bis 10 scc bei der
hichsten } ten Rekristallisati von
5000 C liegt, wiihrend es bei den’ Glithzeiten von 30
und 60 sec bei 4500 und nach liingerer Glithdauer bei
400° imflritt. Mit zunchmender Glihdauer erfihrt
also das KorngroBenmaximum cine Verschiebung au
nicdrigeren Temperaturon. Dasselbe Verhalten stellen
1. Borchers und H. J. Mikulla [8] bei der Unter-
sughung des gleichen Materials, jotzt allerdings im
homogenen Ausgangszustand, fest. Auch hier findet
cine hiebung des Maxi mit d
Cliihdauer statt. Allerdings tritt diesclbe spiter ei‘n

4000 C (Bild 7). Hier trat. iherhaupt das grobste Korn
aller Versuchsreihon auf.

Bei Rekristallisationsuntersuchungen. an oiner Mg-
Mn-Legicrung von H. Borchers und H. Wrede [10]
wurde cine solche Verschichung des Korngrofien-

i in Abhiingigkeit von dor Gliihd nicht
gefunden, Mit Ausonhme der Glithdauer von 10 see
trat das grobste Korn immer boi der hochsten Glith-
temperatur auf, Hier wurde aber cipe andere wichtige
Erkenntnis g -

‘Aus den cinzolnon Rekristalli
Lionsschaubildern geht hervor, dafl im kritischen

Frea e

Bild 6 AlMg9 Salzbad 30 min
(n 1. Borehers u. 11, 3, Mikuila)

e .
Bild7 AlMg9 Salzbad 60 min
(. H. Borchers u. H.J. Mikulla)

Gebict kein grobes Korn entstand. Die auftretende
KorngrdBe war iiber allen Verformungsgraden ziem-
lich gleichmiiBig, Damit war festg 1it, daB bei dicser
Legicrung bei Glithung im Salzbad der EinflaB des
Verformungsgrades nur gering ist.

In dicsom Zusammenhange sei auch .noch auf cine
Veroffontlichung von E. Mohr [11] itber Rekristalli-
sati he mit ciner ischen  Al-Cu-Mg-
Togiorung bei stoBwoiser Glihbehandlung hinge-
wissom, in der or erwiihnt, daB das bis 1945 gofertigte

als im heterogenen Material, wodurch der verzbg
EifluB des sich in Lésung hefindlichen hoheren
Magnesiumgehaltes auf dic Rekristallisation in Er-
scheinung tritt. Bei 60 scc tritt grobstes Korn bei
4500 C ein und bleibt bei dieser Temperatur bis zu
ciner Glithdauer von 1800 scc (Bild 6). Bei ei‘m:x G“;)h‘,
ei

¢ Konst im eig
Sinne kein Tiefziehblech, sondern cin sogenanntes
,,gmhkornfrcies" Blech war, das bei den vielfach
lerlicl Zwischenglith nach Kaltverfor-
snung keine Grobkornanflligheit seigen durfte. Das
‘oderne, den heutigen Anforderungen entsprechendé
1l

Jeit von 3600 sec liegt das Korng)

Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2012/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0

Ti h muB dagogen in cinem oder in mur




Declassified in Part - Sanitized Copy Approved for Release 2012/09/26 : CIA-RDP81-01043R001200010003-0

108 Tlanke: Spontune Rokrintallisation

wenigon Zilgen moglichst ohno Zwisohonglithung gut
tiefzichfiihig sein. 1r stollt dahor dio Fordorung,
Glithdfen zu erstellon, die oine hessero Gloichmilllig-
keit der einzol Glithehargon gowiihrlui und
loichzoitig den Wirk d dor Glihdfon erhtthon,
Br versucht, dicse Fordernng durch Stofiglithon von
Al-Cu-Mg-Legierungen zu erfillon, wobei ov sich aul
die Arbeiten von H. Borchers und dessen Mitarheitern

sehwindigkeit vintvitt, Be fiheto soine Versuche an
ciner toohnisehen Al-Cu-Mg-Togiorung miv 3,43 %, Cu
und 0,59 % Mg dureh, wobei or ahor leider nur einen
cingigen Walzgrad von 38 9% angowandt hat. Br he-
nittat Temperaturon vou 400, 450, 520, 600 und
7000 ¢ und untersueht dio Probe nach o Jjoweiligon
Glithzoitabatnfung von 15 ke,

Die vou ihm durchgefithrien Langaeitversuche zeigen,
daf} die Fostigkeitsworio meist den Dehnungswerten
vornuseilen und daB dus Festigkeitsminimum nicht
mit dem Dehnung: imum fiillt, Auf
di hkeit fihet er auch dic viclen
der richtigen Abstiminung betrich-

An den Fest ven bei StoBglithung
stellt er ein Minimum fiie Streckgrenze und Bruch-
festigkeit (Pild 8) fost, dus sich zuniichst mit Ab-
nahme der Muffeltemperatur von 700 auf 600 und
5200 C zu ticferen Werten verschiebt, um dann bei
weiterer Temperaturabnahme auf450 und 400°C wieder

ig Dic Ursache fiir das Wandern dieser

ey R
b
TN,
Fa || fx
£
Ian e
dw '
® -
) - - [
2Ty 7
Bild 8
Zeit in Minuten (1. Moh)

stiitzt. Wic diese, nimmt er an, daB die Keimbild,

Kurvenminima sucht er in unwmittelbar un die Re-
Kristallisati WieBend g " Das
bei der spontancn Rekristallisation auftretende un-

cin spontancr wud von der Zeit
ist, welcher sofort in dem Augenblick eintritt, wenn
potenticlle und kinetische Encrgie den fiir den Werk-

2800

Ma72 80% Bild 9

stoff erforderlichen Wert erreicht haben, Hierbei muf

die kinctische Energie moglichst schnell den cnt-

sprechenden Wert errcichen, da sich sonst zu leicht
|

gestorte Minimum wird durch Losungsvorginge schnell
iger Vorgang  iiberdeckt,und dic Festigkeitstoigt wicder. Mitsinkender
Te wird dic gogeniiber der Rekristallisations-

temperatur nur wenig hohere Loslichkeitstemperatur
nicht so schnell errcicht.
Dic Kurven verlaufen
triiger. DaB dabei die Mi-
nimabei hsheren Werten
licgen, ditrfte im vorzci-
tigen Abbau potenticller
Encrgic im Kristallerho-
lungsgebict infolge we-
niger schnellen Errei-
chens der Rekristallisati-
onstemperatur im Glith-
gut zu suchen sein. Hier
ist also zweifellos der
spontanen Rekristallisa-
tion die Kristallérholung
vorausgeeiltund hat Ver-
luste' potenticller Ener-
gic herbeigefiihrt, wiih-
rend bei hohen Tempera-
turen die Kristallerho-
lung nicht zur Auswir-
i kung gelangt, da in dic-
9000 4% gemFalle die Rekristalli-
sation schneller einsetzt.

Isee

dofbt

2.2 Untersuchungen an Ms 72
Nachdem dic Ergebnisse von H. Borchers den Einfluf
hoher  Erhitzungsgeschwindigkeiten auf den  Re-

andere Vorginge dor Kcimbild dnnen
.

' gorade im kritischon Verfor-

und das Brgebnis verfilschen. Bei dieser ,,sp
Rekristallisation wird der bei Glith mit kleiner
Erhit indigkeit au de Einflu vor-
heriger Kristallerholung ‘ausgeschaltet, wodurch die
Rekristallisati inungen ermit-
telt werden. Mohr unterscheidet daher eine npon-

tane” und eine ,,verdeckte" Rekristallisation, wobei *

letatere bei Glithungen mit iiblicher Erhitzungsge-

an Leichtmetallen gezeigt haben, *er-
schion es . bed 1l, ihnliche U

an Ms 72 durchzufihren [12]. Zur Erzielung dieser
hohen Erhitzungsgeschwindigkeiten- wurden ~Salz-
biider benutat, und zwar im Temperaturgebict bis
600° C einc Mischung von 50 % KNO, und 509
NaNO, und bei Temperaturen zwischen 600 und
9000 € die von L. Graf [13] angogebene Zusammen-
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sotzung von 75 % Natviumbichromat NayCr,0, und
25 % Kaliumbichromat K,Cry0,, Dio Glithzeiten fir
jeden V. grad und alle Gliil P Ton
lugon #wischen 1 und 64 soc, Ehenso wurde jewoils
oine Langzeitglithung von 100 min, Daner durche
gofithrt, Dor Rekristallisationsablanf wurde mikro-
skopisch, rontgenographiseh und durch Bestimmung
mechaniseher Festigkeitswerto verfolgt, wohei im
folgendon cine Gogon-
iherstellung der Ergob-
nisse bei hohem und hei
niedrigem Verformungs-
grad gogebenwordensoll,

[

i deu beiden niichsien
Bildern (Bild 9 und 10)
sei gezeigt, wie sich der
verformte Zustand vom
rekristallisierten im
Rontgenbild unterschei-
det. Durch die nach der
plastischen Verformung
imMaterial vorhandenen
Spannungen findet cine
Verbreiterung der Inter-
[erenzlinien in radialer
Richtung statt, mit zu-
nehmender Verformung
verschwindet die van-
Arkel-Aufspaltung, und ~ §
cs  cntstehen  stark  32aeo
verschwommene Inter- M72 80%
fererfekreise. Beim Bin-

sctzen der Rekristallisation entstehen neue, entspannte
Kristallite, dic sich im Rontgeubild durch diskrete

hwirsungspunkte inncrhalb. der "

Kreige hemerkbar machen. Gleichzeitig nimmt mit zu-
nehmender Glithdauer die Linienverbreiterung ab, und
die Avkelaufspaltung wird wieder sichtbar, Bei BO"/o Ver-
formong und 9000 € Glihtemperatur treten bei 2 sec
Glithdauer die ersten ncuen Punkte auf, dic an Zahl und
GroBe bis 64 scc zunchmen. Nach dieser Gliihzeit ist das
verformte Gefiige restlos aufgebraucht, die primire
Rekristallisation ist hier somit beendet. Es sci noch

darauf hingewiesen, daB der einwand
frei rekristallisicrte Zustand bei der *Feinstruktur-
keinerlei ver h Inter i

ucigen darf, In vollig freiem Untergrund miissen ledig-
lich dic Schwiirzungspunkte der neuentstandenen
Kristallite sichthar scin.

Beim Einsctzen der Rekristallisation beginnen auch
die Festigkcitswerte stark zu fallen, was sicli durch
den Steilabfall der Zugfostigkeit und der Streckg

in Bild 11 fir 809% und 900° C-bemerkbar macht.
Analog steigt dic Dehnung. Dic Kurve fir die Korn-
groBe fillt chenfalls zuniichst. Das Gefiige wird durch
dic cinsetzende Kornneubildung kleiner. Bei einem
Tiefstwert bleibt die mittlere KorngréBe fiir cine be-

slitalich iéhnlichen Verlauf zeigen auch die Kurven
bei mittloren Vorformungsgradon, wie aus den Bil-
dern 18 und 14 zu ersohen st Der Abfall der Korngrofie
zcigt auch hior, daB Rokristallisation iiher Keim-
bildung und Keimwachstum stattgefundon hat.

Auf Grund vieler Vertffentlichungen ist man, wie
schon erwiihnt, allgemein der Ansicht, daB boi niederen
Vorformungsgraden keine neuen Keime entstohen,

16 800

Bild 10 9000

sondern da hier der Rekristallisationsvorgang iiber
cin Wachstum der vorhandenen Kristallite abliuft.
Dic Kurven der Bilder 15 und 16 zeigen, daB bei den
angegebenen Verformungsgraden von 3 und 4% ein

{'Md
~ 60l = 10°
< )
(o2
e ‘ ~
<gof ! i 10%%,
! . e
\ a
08
o
c
. C
0
100X
10"
7T Shsec | toomin

5 e B
GlUihdeuer (sec) -
Bild 11 Verformung: 80%, Glithtemperatur: 9000C, Ms 72

fiingliches K 1 stattfindet, daff dann

stimmte Zeit gleich. In dicsem itt findet
im - wesentlichen' dic Umkérnung statt. Das an-
schliefend ecintretende  Kornwachstum diktiert ‘den
weiteren Verlauf der Korngréfenkurve. Dafi die
Grofe dér Kristallite lingere Zeit gleich bleibt, geht
2. B. auch aus den Glithversuchen bei 600° C des um
509 vorformten Materials hervor (Bild 12), Grund-

aher nach bestimm Zeiten die Keimbildung ein-
setat,, s entstehon neue, kleine Kristallite, und dic
KorngroBenkurve beginnt zu fallen, Eigenartiger-
weise ist der anfingliche Anstiog der Korngrofie bei
den Verformungsgraden 2% und 19% nicht festzu
stellen, wie die nichsten Bilder Nr.17, 18 und 19
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acigen. Aus dem Verlauf dor Korngrofio goht also
horvor, daB auch hei dicson goringen Verformungs-
graden cine Rokristallisation ithor Keimbildung und
Keimwachstum stattfindet.

Dicse Tatsachs wird auch durch dio rontgenographi-
sche Feinstrukturuntersuchung (Bild 20) bostiitigt.
Bei 16 sec sind dic ersten nouen Schwiirzungspunkte
zu erkennen. Dies bodeutot, daB noben den groben
Kristallen cin neu entstehendes foinos Gefiige auf-

108

> = @
2_=
13

810 (%)
(u2)

= 5 _&

.Gy ( kg mm2)

Ss

0t

KorngréBe

tritt, das gonmilBig his 64 sec Danehon
ist ollordings noch schr grohes Gofiige vorhanden,
Nach dom Rontgonbild bei 64 sco kann angenommen
worden, daff die mittlero KorngroBle kleiner ist ale
otwa boi 16 oder 32 ace odor vorher. Nobon einigon
groBen miteson nun Kleinere, neu gebildete Kristalle
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12 Verformung: 50%, Glihtemperatur: 6000 C, Ms 72
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Bild 13 Verformung: 8%, Glihtemperatur: 7500 C, Ms 72
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Bild 15 Verformung: 3%, Gliihtemporatur: 9000 C, Ms 72
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Bild 16 Verformung: 4%, Gliihtemperatur: 820°C, Ms 72
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Bild 14 Verformung: 6%, Glihtemperatur: 9000 G, Ms 72
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Bild 17 Verformung: 2%, Glihtomperatur: 9000 C, Ms 72
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vorhanden soin, die aber gegeniiher denen hei 16 und
32 soc gowacheen sind,
Wesentlich fiir all - diese U hungen ist, dafl

Zwischenalith

das End nicht vollsténdig re«
kristallisiort ist, goht aus den réntgenographischen Un-

bei allen Aufnah die vor } I .
kreise, dic oine Verformung andeuten, weiterhin
hestehen bloibon. Die Rekristallisation ist also nicht
vollstiindig, Dicse dic Vorformungsspannung andeu-
tenden Interferenzringe dirfion aber kaum von der
geringen Verformung von 3 % allein herrithren, son-
dern werden auf cine vorherige Verformung zuriick:
sufithron sein, Ehe das Ausgangsmaterial um 3%
verformt wurde — und zwar wurde von 1,55 mm
Blechstiirke auf 1,50 mm heruntergewalzt —, hat vor
der Zwischenglithung cin Abwalzon von 3,01 mm auf
1,55 mm stattgefunden. Das ist ein Verformungsgrad
von etwa 50 %. Die htriigliche Zwischengliih

vom Material mit 0 9% Verformung hervor,

"

wm?) . 5., (%)
2 8 g 3 =
Fne (u®)

wurde bei 550—600° C und ciner Glihdauer ' von
6 Stunden im Gasofen durchgefithrt. Es handelte
sich hierbei um dic iibliche. Rekristallisationsglithung
mit niedriger Erhitzungsgeschwindigkeit. Die Re-
kristallisationsvorgiinge wurden sicher durch * Er-
holungsvorgiinge itherdeckt, wodurch zum Teil cine
Stabilisicrung des crholten, aber noch Vi

@5. 6y (kg
o 38 ¥
Rorngrd

[
5 e 32 evsec  toomin
Glihdauer (sec) ——

spannungen zeigenden Zustandes erfolgte und daher
dic Rckristallisation bei der Zwischenglitk nicht
vollstiindig ablicf. Das erneut zur Verformung ge-
langende Material bestand somit aus erholtem, nicht
umkristallisiertem - Gefiige und aus neu gebildeten
Kristalli Bei der Rekristallisationsgliik nach
der Verformung von 3% wuchsen diese Kristallite
weiter, his schlicBlich an einigen Stellen die zugefiihrte
kinetische Energie ausrcichte, auch an den durch die
3 %ige Verlc hervorg P i
Keimbildung neu eintreten zu lassen.
Bild 21 erlaubt den Vergleich dés Zustandes nach 3 %
mit dem nach 80 % Verformung bei ciner Glithdauer
von 100 Minuten. Aus den Bildern geht hervor, dafl
trotz hied v das Endgefiige un-
gefiihr dicsclbe KorngroBe aufweist. Von Bedeutung
ist aber, daB bei 809% das Gefitge vorher restlos
primiir rekristallisierte, wiihrend dies bei 3% Ver-
formung nicht der Fall
ist, sondern daB hicr das
Endgefiige, noch  einen
merkbaren  Anteil an
Kristalliten enthilt, dic
von cinem vorher nicht
vollstiindig - abgelaufe-
nen  Rekristallisations-
vorgang  herstammen,
was dienoch verschwom-
men vorhandencn Inter-
ferenaringe zcigen.

Dicse Tatsache tritt we-

0seo

+ der durch mikrosko-

pische noch durch me-
chanische Untersuchun-
gen in Erscheinung. Das
réntgenographische Ver-
fahren zcigt aber deut-
lich den Unterschied
beider Endgefiige.

DaB bei der vorhin an-
gegebenen langzeitigen

o
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Dio gowdlnschte Blechstiirke von 1,5 mm war orreicht
worden durch Abwalzen cines Bleches von 2,88 mm
Stiirke auf 1,5 mm, was einom Kaltverformungsgrad
von etwa 40 9% entspricht, Die nachtriigliche Glithung
wurde auch wicder 6 Stunden lang im Gasofon bei
5506000 G durchgefithrt, Auch  hier zcigen die
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gefunden hat, und dafl in dicsem Materinl noch ecin
erhoblicher Auteil von nichtrokristallisiortom Gofiige
onthalten ist,

Die rbntgenog 1 U I werden
dureh die Dehnungswerto bestiltigt. Ex ist erstaunlich
su schen, daB hei der Glihung im Salzbad d

100 min 900°

3% Bild 21 80%
M2 100 min 900°
Rb bild exrscl Interferenzli mit ,,unverfor

¢ Material cine Dehnungssteigerung von

diskreten Schwiirzungspunkten, also cinen unvoll-
stiindig rekristallisiorten Zustand.

Es ist iiberraschend, feststellen zu miissen, dafl trotz
40 %iger Verformung bei ciner Gstindigen Glithung
bei 600° C keine vollstindige Rekristallisation statt-

Oseo

M2 0% ) Bild 22

otwa 32 % auf 72 % erfihrt; auch bei 3 % Verformung
war cine. Dehnungssteigerung von 36 % auf 70%
festzustellen. Das im Bild 23 gezeigte Dehnungsves-
halten zeigt deutlich, duB dic 6stiindige Glithung im
Gasofen nicht ausreicht, um das Material véllig weich
2u gliihen, also vollstin-
dig zu rekristallisieren.
Dic Glithungen des ,,un-
verformten  Materials
fithren zwar — wic die
Rontgen-Bilder gezcigt
haben — zukeiner neuen
Keimbildung, Kornver-
Kleinerung ist metallo-
graphisch auch nicht
festzustellen, Aber trotz-
dem nimmt die Dehnung
erheblich zu. Auch der
Verlauf der Streckgren
zeigt dics an, Bei ann
hernd  gleichbleibender
ZerreiBfestigkeit  sinkt
dicse von 22 aufl ctwa
7 kp/mm2. Auch bei 600
C Gliihtemperatur zeigt
die Dehnung schon cinen

oom,  dhnlichen Verlauf, vie
900° aus Bild 24 hervorgeht.

Lee
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I?iu‘ Bedentung, dieses Verhaltens von Ms 72 hei
Tirhitzung im Salsbad mit hoher Glithgeschwindig-
keit diefte all denjonigen Klar soin, die spanlose Form-
gebung betreiben,

Dio Ergebnisso der Untorsuchungen am Ms 72 wurden
in riiumlicl Rekristallisationsding aufge-
tragen, Da an Hand dor Fostigkeitswerte und der
rintgenographischen Aufnahmen die Rekristallisation
im wesentlichen hei den Glithzeiten zwischon 8 see
und 64 see ablief haw, heendet war, wurden daher fiir

10
o0 10t
o tie
& i
6 10
~s0f . -
% v
€ 40 5
K&CH 10’
o &
x 30 c
< I
220: * <
¥ 10
o10] ~.
s ~r—.Sz.
[ 0!
Tt 4 & 16 2 evsec  womin

Glihdauer (sec)
Bild 23 Verformung: 0%, Glihtemperatur: 9000 C, Ms 72

80, 108

8 1 32 G4nec 100 min
Glihdauer (sec) ==
Bild 24 Verformung: 0%, Glihtemperatur: 6009 C, Ms 72

12 4

dic Glithzeiten 8, 16, 32 und 64 sce dic Rekristallisa-
lionsdiagramme  gozcichnot. Bild 25 zeigt dicsos
Diagramm fiir dic Glithdaucr von 8 scc. Eine kritische
Kornvergréherung bei geringen Verformungsgraden
ist nicht festzustellen, aber hier ist schon ersichtlich,
daB bei den hoheren Temperaturen ziemlich gleich-
miiBiges Korn vorhanden ist. Bei 16 scc (Bild 36) ist
swar grdberes Korn bei nicdrigen Verformungsgradon
festzustellen, doch hat auch bei hoheren Verformungs-
graden dic KorngroBe zugenommen, so daB auch hier
wiederum cin annihernd gleichmiBiges Korn iiber
alle Verformungsgrade festzustellen. ist. Dasselbe gilt
auch fir dic Glihzeiten von 32 und 64 scc, wie dic
Bilder 27 und 28 zeigen. Dic letztgenannten 4 Bilder
lagsen deutlich crkennen, daB auch bei Ms: 72 der
Einflu des Verformungsgrades auf das Gefiige
iiuforst gering ist.

Rektisallsations -
Uty St
0/0hdauer: 8 sec

Verformungsgrad in %

Bild 25

Rekrutgllisahons: Jehaubild
1r My 72
Olindaven6 sec

<
v 4
wa—T

Verformongsgrad in %o

Bild 26

Rekristalljsaons Jchaubilg
fims72
Grindsvers2sec

|
T —7
Verformungsgrad i %
Bild 27

ﬁrkﬂi/g///ﬁ/m;l/ -Jihavbild,
1
Glihdover 64sec

Verformungsgrad in %

Bild 28
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8. Praktische Anwendung

a) Die Rekristallisationsglithung mit orhdhter Er-
hitzungsgoschwindigkeit im Salzbad ditelte das
ideale Verfahron fir Botriche der spanlosen Form-
gobung scin, Nachdem oine Gstiindigo Glithung
Dei 600° C cin um 40—50 % kaltvorformtes Ms 72
nicht vollstilndig rckristallisiorte, oxgah sich hior
fite don weichgeglithten Zustand dio ébliche Deh-
nung von ca. 359%. Demgogeniiber crgibt cino
kurzzoitige Glithung im Salzbad cine Dehnung
von 70% und cinen nicht unerheblichen Abfall
der Streckgrenze, wodurch cin fiir dic Kaltver-

g Erhitzungsgs g! ird der Re-
kristallisationgvorgang von dor Kristallerholung
vordeekt wnd daboi ecin groBor Teil der freien
Encrgio verbraucht, Der geringe Bestandteil an
kinotischer Energie veicht damn-nicht mehr aus,
die Koimbildung zu hewirken,

1) Die Kristallorholung verhindert auch dic voll-
stiindigo istallisation bei hohen Vorfc B
graden, so daB sprodere, nicht umkristallisierie
Kristallite im Gosamtgefiige onthalten bleiben.
Dabei azcigt sich, dafl dic bisher erzielten und
itblichen Dehnungswerte viel zu gering sind, Lang-

i Clitheeschwindi

formung iuBerst gilinstiges S g is
auftritt, Teile, die vordem in zwei und mehr Ziigen
hergestellt wurden, kvnnen nach dicsem Verfahren

in cinem Verformungsgang hergestellt werden.
1) Die geringe Abhiingigkeit dor Korngrofe vom
Verformungsgrad bewirkt die  Erzielung  eines
gleichmiiBigen’ Kornos. Boi Ticfzichverfahren, bei
denen die Endforin nicht in cinem Zug hergestellt
werden kann, sondern ecinc Zwischenglithung or-
forderlich ist, crgibt sich an Stellen auftretender
hied V hicd Korn-
groBe, wobci im kritischen nicdrigen Verformungs-
gebict die Bildung von Mammutkristallen beim
Zwischenglithen auilritt, Beim anschlicfiend folgen-
den Zug stellt sich infolge des ungleichmiiBigen
Kornes RiBbildung ¢in. Durch dic Glihung im
Salzbad erzielt man ein gleichmiBiges Korn, und
der geschilderte Nachteil ist nicht mehr fcstzustellen.
Dic Verschichung des K i

L T

g zn

¢ Leich 1

P bei er-
moglicht bei Anwendung ciner hoheren Glith-
temperatur spontane Rekristallisation mit ge-
ringerer und ebenfalls gleichmiBigerer KorngrdBe.
Dieses Verfahren ist fiir Rekristallisationsglii-
hungen ebenfalls von groBer praktischer Bedeu-
tung, da hei Grobkornbildung lediglich eine hshere
T des Salzbad g dt zu’ werden

braucht.

4. Zusanimenfussung

Bei .der, Rekristallisationsglithung mit_erhthter Er-
hi cachwindigkeit (spontane - Rekristallisation)
wurden folgende fiir dic Theoric und Praxis wertvolle
Erkenntnisse gewonnen: .

a) Die durchgefithrten rontgenographischen und me-
llographischen' U } aeigen ci i
daB auch bei niedrigeren Verformungsgraden Re-
kristallisation iiber Keimbildung und Keimiachs-
tum auftritt. Es konnte gezeigt werden, daB dic
bisherige ~ Annahme ciner Rekristallisation bei
nicdrigeren  Verformungsgraden lediglich ~ dureh
K um allein nicht ffend ist, sondern
daB es sich hierhei um dic Fortsetzung eines vor-
herigen Rekristallisationsvorganges handelt. Bei

zeitgliil mit nicedrig g
keit erreichen bei weitem nicht die hohen Deh-
nungswerte, wie sie im Salzbad crziclt wurden.
Dic Dehuung im yunverformten Material sticg
bei Ms 72 von 35 auf 70 %.

Aus der durchgefiihrien Glithbehandlung  geht
hervor, daB infolge spontancr Bildung vieler
Keime auch im kritischen Verformungsgehict keine
allzu groBen Kristallite auftreten. Damit ist nach-
gewicsen, daB bei spontaner Rekristallisation der
Einfluf des Verformungsgrades aul dic KorngrofBe
nur schr gering ist.

d) Praktische Anwendungsmglichkeiten dioser Er-
gebnisse wurden erdrtert.
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‘EinfluBmatrizen

Anwendung der Matrizenrechnung in der clomentaren Fostigkoitslohro?)

Von Prof, Dr.-Ing. Lothar Pofinor

Die Lehre von den Matrizen ist dem Konstrukteur
noch ziemlich unbekannt und findet erst in neucrer
Zuil bei den Ingeniouren Beachiung, svildem sich
diese in ) dem MaBe streng wi haftlichen

cinfachungen, dic dem Verlangen des Konstrukteurs
entgegenkommen, und gestattet cine weitgohende An-
wendung dor itechenmaschine, wodurch dic fir dic

Problemen zuwenden.
Die Matrizen kdnnen iiberall Anwendung finden, wo
lincare Bezicl licgen. Da zahlrciche Gebiete
der angewandten Physik und der Technik auf lincare
Weise behandelt werden konnen, bictet sich somit
hinreicl G heit, sich der 1

1 g benbtigte Zeit stark herabgesetat wird.
Was dic Festigkeitslehre anbetrifft, die hicr all i
als Beispicl herangezogen werden soll, so werden
zwar aufl hoherer Ebene schon Matrizen verwendet,
nicht aber im clementaren Gebiet, wo sic sich chenfalls
als duBerst niitzlich crweisen, wie in dicser Arbeit

s bedienen, Bekannt ist die Verwendung der Matrizen
in der Elcktrotechnik (Vierpoltheoric), in der Schwin-
gungstechnik, in der Ausgleichsreck in der tech-

logt werden soll. Im groBen und ganzen kommt
der Konstrukteur dabei mit den cinfachsten Ge-
setzen der Matrizen-Algebra aus?). Vermutlich wird der
Matk i manches als sclbstverstindlich an-

nischen Normung, in der Medizin usw. Aber auch in
der technischen Praxis liBt sic sich mit Erfolg an-
wenden, so z. B. in der Getrichelehre u. é. Selbst in
der Technologic hat sich dic Matrizenrechnung das
Feld erobert, wic die interessanten Beitriige von
Pichler [1] unter iell i htigang der

sehen, was im Hinblick auf den Leserkreis, an den
sich dicser Aufsatz bevorzugt wendet, breiter und aus-
fithrlicher gebracht wird.

Der vorlicgende Beitrag besteht aus 3 Teilen. Im
1. Teil wird am Beispiel der Festigkeitslehre die
Matri 1 als ovdnendes Prinzip behandel

chemischen Technologie zeigen. Sie hat sich auf
diesom Gebicte geradezu als pridestiniert erwiesen,
und es wiire eine dankbare, Aufgabe fir den Techno-
logen anderor Fachgebiete, sich einmal mit der Frage
der Nutzanwendung auch auf seinem Gebiet zu be-
schiiftigen. -

Die mehr aufs A g
des Konstrukteurs erfordert allerdings auch eine
anschauliche Behandlung der Matrizen, Sic werden
sich nur auf diesc Weise unter den Ingenieuren Gel-
tung haffen. Wenn der K X bemitht
ist, sich eine Konstruktionslehre zu schaffen, um iiber
scine Arbeit cinen umfassenden Uberblick su or-
halten und rationell zu arbeiten, so darf man
nicht vergessen, daB auch die von ihm verlangten
Bercchnungen itbersichtlich und rationell durchge-

Tauliol i Avhai .

und zwar am einfachsten Gegenstand, dem Biege-
moment. Darauf aufbauend wird im 2. Teil gezeigt,
wie die einfachen Gesetze der Matrizen-Algebra sich
auf mehrfach gelagerte Wellen, also auf statisch un-
bestimmte Systeme, sinnvoll anwenden lassen. In
einem 3. Teil wird dargel wie sich die bek
Methode von Castigliano als Spézialfall ciner unend-
lichen Matrix auffassen liBt.

Erster Teil

Dic senkrecht zum Stab AB im Abstand ¢ angreifende
Kraft P bringt an jeder Stelle x cin Biegemoment her-
vor (Bild 1). In cinem belichigen Schnitt x links von P
ergibt sich im Gleichgewichtsfalle des links abge-
schnittenen Stabteils zum #duferen Moment Ax ein
inneres Bieg im- linken i das Ax
gleich und entg t gerichtet ist:

fiihrt worden mitssen. Dazu ist dic M
cin schr gocigneter Helfor. Thr Vorteil besteht darin,
daB dic Matrix sich als cin ordn<ns1:XMLFault xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat"><ns1:faultstring xmlns:ns1="http://cxf.apache.org/bindings/xformat">java.lang.OutOfMemoryError: Java heap space</ns1:faultstring></ns1:XMLFault>